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1. Условия задач 
 

Задача 1. Получить компоненты плоской монохроматической элек-
тромагнитной волны, распространяющейся в неограниченном диэлек-
трическом пространстве. Для заданных электродинамических пара-
метров среды 1, =rr με , амплитуды напряженности электрического 
поля mE  и частоты электромагнитных колебаний F  рассчитать ос-
новные параметры электромагнитной волны. 

Исходные данные для расчета приведены в табл. П.1. 
Задача 2. Плоская гармоническая линейно-поляризованная элек-

тромагнитная волна падает по нормали на плоскую границу хорошо 
проводящей среды. При заданных электродинамических параметрах 
проводящей среды 1=rε , 2=rμ , σ , а также известной величине 
тангенциальной составляющей τE  на поверхности этой среды и дан-
ной частоте изменения электромагнитного поля F  рассчитать пара-
метры волны в проводящей среде и основные поверхностные пара-
метры. 

Исходные данные для расчета приведены в табл. П.2. 
Задача 3. В прямоугольном волноводе с поперечным сечением 

a x b и воздушным заполнением распространяется заданный тип вол-
ны mnE  (или mnH ) с частотой F  и известным амплитудным значени-
ем продольной составляющей 0zE  (или 0zH ). Полагая стенки волно-
вода идеально проводящими, рассчитать основные параметры элек-
тромагнитной волны. 

Исходные данные для расчета приведены в табл. П.3. 
Задача 4. В прямоугольном резонаторе с размерами поперечного 

сечения a x b и воздушным заполнением возбуждено колебание за-
данного типа mnpH  (или mnpE ) с известным амплитудным значением 

напряженности поля 0mH  (или 0mE ). Стенки резонатора – медные с 

удельной проводимостью 7106,5 ⋅=σ  См/м и значением абсолютной 

магнитной проницаемости 7
0 104 −⋅== πμμ  Гн/м. Рассчитать основ-

ные резонансные и поверхностные параметры резонатора, а также 
его энергетические параметры и величину добротности. 

Исходные данные для расчета приведены в табл. П.4. 
Задача 5. Вдоль диэлектрической замедляющей структуры с ди-

электриком толщиной d  и относительной диэлектрической проницае-
мостью r2ε  распространяется медленная электромагнитная волна. 
Длина волны возбуждающего генератора λ . Рассчитать фазовую 
скорость медленной волны, длину волны замедленного электромаг-
нитного процесса, а также коэффициент замедления. Привести ана-
литическое и графическое представления медленной волны. 
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Исходные данные для расчета приведены в табл. П.5. 
 

2. Основные требования к выполнению работы 
 

В каждой задаче должна быть приведена четкая формулировка 
поставленной задачи, включающая в себя: общую постановку задачи, 
математическую формулировку, геометрию задачи (рисунок иссле-
дуемого объекта с заданной системой координат), принятые допуще-
ния и упрощения. 

При расчете необходимо привести формулу, указать все перемен-
ные, входящие в нее, подставить их численные значения, указать 
размерность полученной величины. 

Геометрические построения должны быть проведены в соответст-
вии с полученными аналитическими соотношениями. На рисунке не-
обходимо обязательно привести принятую систему координат. Основ-
ные формулы, рисунки должны иметь порядковые номера. 

При необходимости можно пользоваться учебными пособиями, 
ссылки на которые приведены в разд. 3. 

 
3. Методика решения задач 

 
Задача 1. Получить компоненты плоской монохроматической элек-

тромагнитной волны, распространяющейся в неограниченном диэлек-
трическом пространстве. Для заданных электродинамических пара-
метров среды 1, =rr με , амплитуды напряженности электрического 
поля mE  и частоты электромагнитных колебаний F  рассчитать ос-
новные параметры электромагнитной волны. 

Рассматривается случай монохроматической (гармонической) 
волны, поэтому задачу решают с использованием метода комплекс-
ных амплитуд. Уравнения Максвелла представляются в комплексной 
форме. Фронт волны – плоскость, поэтому задачу решают в прямо-
угольной системе координат. Направление распространения волны – 
координатная ось z , которая перпендикулярна плоскости фронта вол-
ны. 

1. Аналитическую часть задачи решают на основе теории, приве-
денной в учебном пособии [1, с. 34-38]. Получение компонент волны 
проводят в такой последовательности. 

Записывают уравнения Максвелла [1, формула (2.11)] в диффе-
ренциальной форме с указанием всех переменных, входящих в эти 
уравнения. Осуществляют переход к комплексной форме уравнений 
[1, с. 22, формула (2.15)]. Выводят волновое уравнение Гельмгольца 
[1, с. 35, формула (4.2)] относительно электрической компоненты вол-
ны (вектора E& ). Решают волновое уравнение [1, с. 36)], а после ана-
лиза уравнений Максвелла [1, с. 36-37] определяют пространствен-
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ные компоненты векторов электромагнитного поля [1, формула (4.7)]. 
Компоненты волны должны быть приведены не только в виде ком-
плексных амплитуд, но также в форме мгновенных действительных 
значений векторов. Этот переход осуществляют по следующей фор-
муле: 

( ) ( ) ( )
( ) ( )( ) ( ).cossincosRe

ReRe
kztEkztikztE

eeEeEtE

mm

tiikz
m

ti
m

−=−+−=

=⋅⋅=⋅= −

ωωω

ωω&
 

В пространственной системе координат для фиксированного нуле-
вого момента времени следует дать графическое представление из-
менений векторов электромагнитной волны. 

Замечание. Уравнения Максвелла в дифференциальной форме 
имеют вид 

,
t
DjHrot
∂
∂

+=  

,
t
BErot
∂
∂

−=  

,0=Bdiv  
.ρ=Ddiv  

Комплексная форма уравнений такова: 

mm EiHrot &&& εω= ; 
 

,mm HiErot &&& μω−=  
где комплексная диэлектрическая проницаемость 

ω
σεε i−=& . 

Волновые уравнения Гельмгольца 
022 =+∇ mm HH &&& μεω , 

022 =+∇ mm EE &&& μεω , 

где 2∇  – трёхмерный лапласиан, 2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ . 

Для плоской волны волновое уравнение Гельмгольца принимает 
следующий вид: 

02
2

2
=+ m

m Ek
dz

Ed &
&

, 

где εμω=k  – волновое число. 
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Комплексные амплитуды векторов плоской электромагнитной 
волны в диэлектрической среде являются решениями соответствую-
щих волновых уравнений: 

ikz
m eAxE −= && 0 ; 

ikz

c
m e

Z
AyH −=
&&

0 , 

а мгновенные значения векторов поля имеют такой вид: 
);cos()( 0 ϕω +−= kztAxtE  

).cos()( 0 ϕω +−= kzt
Z
AytH
c

 

2. К основным параметрам волны, которые подлежат расчету, от-
носят следующие параметры: 

- длина волны 

F
c

=λ ; 

- постоянная распространения (волновое число) 

εμω
υ
ω

λ
π

===
2k ; 

- фазовая скорость [1, с. 44] 

εμεμω
ωωυ 1

===
k

; 

- волновое сопротивление 

ε
μ

εμω
ωμωμ

====
kH

EZ
m

m
c &

&
, 

для вакуума   πππ
ε
μ 120

10
36104

9

7

0

0 =
⋅⋅

== −

−

coZ  [ ]Ом ; 

- мгновенный вектор Пойнтинга [1, формула (2.18)] 
( ) ( ) ( )tHtEt ×=П ; 

- среднее значение модуля вектора Пойнтинга 

( ) ,П1П
0

ср ∫=
T

dtt
T

 

где  ωπ21 == FT  – период электромагнитных колебаний. 
Для всех рассчитанных параметров обязательно должна быть ука-

зана размерность. Следует обратить внимание на то, что в исходных 
данных для расчета приведены относительные диэлектрическая и 
магнитная проницаемости. В расчетных формулах должны быть ис-
пользованы абсолютные значения проницаемостей [1, с. 5,6] 
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м
Φ

⋅= −9
0 10

36
1
π

ε ,  мГн / 104 7
0

−== πμμ . 

Задача 2. Плоская гармоническая линейно-поляризованная элек-
тромагнитная волна падает по нормали на плоскую границу хорошо 
проводящей среды. При заданных электродинамических параметрах 
проводящей среды 1=rε , 2=rμ , σ , а также известной величине 
тангенциальной составляющей τE  на поверхности этой среды и дан-
ной частоте изменения электромагнитного поля F  рассчитать пара-
метры волны в проводящей среде и основные поверхностные пара-
метры. 

Задачу решают на основе теоретических сведений, изложенных в 
учебных пособиях [1, с. 60-63; 2, с. 26-28]. 

Геометрия задачи приведена на рис. 1. Здесь z  – направление 
распространения волны. Начало координат z  = 0 совпадает с грани-
цей раздела L , вектор напряженности электрического поля E  ориен-
тирован вдоль оси x  так, 
что три вектора образуют 
правую тройку векторов в 
соответствии с направле-
нием вектора Пойнтинга 

HE ×=П . 
 
Задачу решают в такой 

последовательности. 
Записывают комплекс-

ные амплитуды векторов 
электромагнитной волны во второй (проводящей) среде из пособия 
[2, с. 26,27, формула (2.22)]. Эти компоненты приводятся с индексом 
“2”, так как соответствуют второй (проводящей) среде. Указывают все 
переменные, входящие в эти выражения. 

1. Комплексные амплитуды векторов электромагнитной волны 
 

,

,

0

.

0
.

ziz

c

m
m

ziz
mm

ee
Z
Ey

eeEx

H

E
βα

βα

−−

−−

⋅=

⋅=
&

&

 

где mE  – амплитуда вектора напряженности электрического поля; 
 cZ  – волновое сопротивление среды; 
 βα ,  – коэффициенты затухания и фазы соответственно; 
 00 y,x  – единичные вектора (орты) вдоль соответствующей 

координаты. 

(1) 

z 

Н

Е
х 

L

(2) 

y 

Н отр 

П отр

Е отр

τE&Рис. 1 

П  
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Замечание. Плоская монохроматическая волна имеет плоский 
фронт и характеризуется гармоническим законом изменения векторов 
поля. Вектор Пойнтинга определяет направление распространения 
волны. В данном случае он ориентирован по нормали (перпендику-
лярно) к плоскости раздела сред. 

Среда с потерями имеет комплексный характер диэлектрической 
проницаемости: 

ω
σεε i−=& , 

где  σ  – удельная проводимость среды. 
Комплексное волновое число 

αβμεω ik −== && . 
В хорошо проводящей среде тангенс угла диэлектрических потерь 

.1>>=Δ
ωε
σtg  

2. Рассчитывают параметры волны в проводящей среде по сле-
дующим формулам: 

- коэффициенты затухания и фазы [1, формула (4.22)] 

22
ωσμ

ωε
σεμωβα =≈= ; 

- длина волны [1, с. 42] 

β
πλ 2

= ; 

- комплексное волновое число [1, формула (4.9)] 
αβμεω ik −== && ; 

- волновое сопротивление среды [1, с. 61] 

σ
α)1( jZc += ; 

- комплексная амплитуда электрической компоненты волны 
[1, с. 61] 

zjz
mm eeEE βα −− ⋅=2& . 

Замечание. Коэффициенты затухания и фазы определяют из со-
вместного решения выражений для действительной и мнимой компо-
нент 

αβμεω ik −== &&  
с учетом комплексного характера диэлектрической проницаемости 

)1( Δ−=−= jtgj ε
ω
σεε& , 

что дает 
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( )

( ).11
2

,11
2

2

2

−Δ+=

+Δ+=

tg

tg

εμωα

εμωβ

 

При условии хорошо проводящей среды 1>>=Δ
ωε
σtg  эти 

выражения соответствуют расчетным формулам. 
Комплексную амплитуду волны записывают с учетом комплексно-

го характера волнового числа: 
( ) .)( zjzzjjzkj eeeez βα

τ
αβ

ττ
−−−−− Ε=Ε=Ε=Ε

&&  
3. Вычисляют поверхностные параметры: 
- глубину проникновения поля [2, формула (2.24)] 

;21
ωσμα

δ === d  

- поверхностное сопротивление [2, формула (2.27)] 

d
jZZ sc σ

+
==

1
; 

- плотность тока [2, с. 27-28] 
Ej σ= , 

где  ( ) ;)( zjzzjjzkj eeeez βα
τ

αβ
ττ

−−−−− Ε=Ε=Ε=Ε
&&  

- плотность поверхностного тока [2, с. 28] 

S
S Z

Ej τ= . 

Следует обратить внимание на взаимосвязь поверхностного тока с 
компонентами электромагнитного поля на поверхности проводника 
[2, формулу (2.26), с. 29]: 

SS jZE =τ ,  τHjS = . 
4. В заключение вычисляют вектор Пойнтинга [2, с. 29] 

0
2

0
2 1

2
1

2
1П nE

Z
nHZ

S
S ττ ⋅−=−=⊥

& . 

Замечание. Глубина проникновения поля соответствует такому 
расстоянию, на котором поле уменьшается в e  раз. Поэтому пара-
метр глубины проникновения поля d  определяют из следующих вы-
ражений: 

( ) ;1−− Ε=Ε=Ε eed d
τ

α
τ    .

)(
e

d
=

Ε
Ετ  
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На глубине от поверхности dz =  поле уменьшается в e  раз, по-
этому 1=dα , а глубина проникновения поля 

ωσμα
21

==d . 

Поверхностное сопротивление определяют отношением электри-
ческой и магнитной компонент волны на поверхности проводника: 

τ

τ
E
HZS &

&
= . 

Расчетную формулу получают путем следующих преобразований: 

,
2

1
)1( σ

μω
εσ
μωε

ε
μ

ε
μ

ε
μ

⋅
+

==
Δ−

≈
Δ−

===
jj

jtgjtg
ZZ cS &

 

.)1(
σ
αjZc +=  

Плотность поверхностного тока является результатом интегриро-
вания тока ( )zj  по всей глубине. Этот ток протекает в бесконечно 
тонком слое (рис. 2) и его рассчитывают по закону Ома для поверхно-
стного сопротивления. 

Вектор Пойнтинга определяет мощность, поглощаемую проводя-
щей средой (рис. 3), и его вычисляют через тангенциальные состав-
ляющие векторов на поверхности проводника: 

[ ] ][ .
2
1

2
1

0
** n⋅Η⋅Ε=Η×Ε=Π⊥ ττττ &&&&&  

Задача 3. В прямоугольном волноводе с поперечным сечением 
a x b и воздушным заполнением распространяется заданный тип вол-
ны mnE  (или mnH ) с частотой F  и известным амплитудным значени-
ем продольной составляющей 0zE  (или 0zH ). Полагая стенки волно-
вода идеально проводящими, рассчитать основные параметры элек-
тромагнитной волны. 

Задачу решают с использованием формул, полученных в пособии 
[2, с. 3-11]. 

Прямоугольный волновод в заданной системе координат приведен 
на рис. 4. Длина волновода неограничена, поэтому размер l не указы-

τHIS 
dl 

sj
0n  0n

⊥П  

τH  
τE  

Рис. 2 Рис. 3 
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вают. Здесь z  – продольная координата волновода, которая опреде-
ляет направление распространения волны. Поперечное сечение вол-
новода (a х b) расположено в плоскости yx0 , поэтому вдоль попереч-
ных координат формируется стоячая волна. 

В зависимости от заданного типа 
волны (электрическая mnE  или магнит-
ная mnH ) следует записать комплекс-
ные амплитуды компонент волны 
[2, формулы (1.8), (1.9)] с учетом про-
дольных компонент [2, формулы (1.7), 
(1.7а)]. Значения числовых индексов 

nm,  берут в соответствии с заданным 
типом волны. Должны быть указаны все переменные, входящие в эти 
выражения. Общие выражения для комплексных амплитуд векторов 
электрической и магнитной компонент имеют такой вид: 

.

;

000

000

zyx

zyx

HzHyHxH

EzEyExE

&&&&

&&&&

++=

++=
 

Для заданного конкретного типа волны (поперечно-магнитная или 
поперечно-электрическая) нужно исключить соответствующую про-
дольную составляющую zE&  или zH& . Кроме комплексных амплитуд 
нужно привести мгновенные действительные компоненты векторов 
электромагнитной волны ( )tE . 

В заключение нужно представить рисунки, иллюстрирующие зако-
ны распределения стоячей волны для всех компонент в плоскости по-
перечного сечения волновода в соответствии с числовыми значения-
ми nm, . 

1. Компоненты волны в прямоугольном волноводе имеют следую-
щий вид: 

- для волны электрического типа (Е-волны) 
 

( ) ( ) jhz
YXZ eygxgEE −⋅= sinsin0&& , 

,)sin()cos(02
jhz

YX
XX eygxgE

g
gjhE −⋅⋅−= &&  

,)cos()sin(02
jhz

YX
YY eygxgE

g
gjhE −⋅⋅−= &&  

,)cos()sin(02
jhz

YX
YX eygxgE

g
gjH −⋅⋅= && ωε  

Рис. 4 

b 

a

z

y 

x
zH&

xH&  

yE&
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,)sin()cos(02
jhz

YX
XY eygxgE

g
gjH −⋅⋅−= && ωε  

;0=ZH&  
- для волны магнитного типа (Н-волны) 

( ) ( ) jhz
YXZ eygxgHH −⋅= coscos0& , 

,)cos()sin(02
jhz

YX
XX eygxgH

g
gjhH −⋅⋅=&  

,)sin()cos(02
jhz

YX
YY eygxgH

g
gjhH −⋅⋅=&  

,)sin()cos(02
jhz

YX
YX eygxgH

g
gjE −⋅⋅= ωμ&  

,)cos()sin(02
jhz

YX
XY eygxgH

g
gjE −⋅⋅−= ωμ&  

.0=ZE&  
Замечание. Продольные компоненты волны определяют из реше-

ния соответствующего волнового уравнения с учетом граничных ус-
ловий:  

- для Е-волны 

,022 =+∇ ZZS EgE &&   0=zE& ,  
⎩
⎨
⎧

==
==

;,0
,,0

byy
axx

 

- для Н-волны 

,022 =+∇ ZZS HgH &&   ,,0,0 byy
y

HZ ===
∂

∂ &
 

 .,0,0 axx
x

HZ ===
∂

∂ &
 

Здесь поперечное волновое число находят из взаимосвязи вол-
новых чисел: 

,222 ghk +=  
где h  – продольное волновое число; k  – волновое число неограни-
ченного пространства. 

Поперечные компоненты волны определяют из уравнений взаимо-
связи поперечных и продольных компонент. 
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Графическое представление распределений компонент волны в 
плоскости поперечного сечения волновода проводят на основании 
аналитического представления компонент. Пример для основной вол-
ны типа Н10 показан на рис. 5. 

Вдоль координаты y  компоненты поля не изменяются, так как 
для данного типа волны индекс n = 0. 

2. К основным расчетным параметрам волны относят следующие 
величины: 

- поперечное волновое число [2, с. 10-11] 
222
yx ggg += , 

где компоненты волнового числа 

,
a

mg X
π

=   ;
b

ngY
π

=  

- продольное волновое числовое число [2, формула (1.11)] 

;1
2

22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

K
K kkkh

λ
λ

 

- критическая длина волны [2, формула (1.14)] 
 

;2
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

b
n

a
m

kλ  

- длина волны в волноводе [2, формула (1.12)] 
 

;

1

2
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==

K

B h

λ
λ

λπλ  

- фазовая скорость [2, с. 9] 

Рис. 5 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

a
xsin~Ey  

x 

y 

а 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

a
xsin`~H x

x 

y 

а 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

a
xcos~H z  

x 

y 

а 
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,
2

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

−

K
k

h

λ

λ

φ
ωωϑ   ,

1
2

0

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

Kλ
λ

ϑϑφ   

где С= −0ϑ  скорость в неограниченном пространстве; 
- групповая скорость [2, с. 9] 

;1
2

0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

K
Г λ

λϑϑ  

- волновое сопротивление волны (в зависимости от типа волны) 
[2, с. 9] 

,1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

K
C

E
C ZZ

λ
λ

  .

1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==

K

CH
C

Z
h

Z

λ
λ

ωμ
 

Для всех параметров нужно привести обоснование (вывод) соот-
ветствующих формул. Каждому параметру необходимо дать смысло-
вое объяснение. 

Например, компоненты поперечного волнового числа xg , yg  оп-
ределяют интенсивность пространственного изменения фазы стоячей 
волны вдоль соответствующей поперечной координаты. Продольное 
волновое число h  задает интенсивность (скорость) пространственно-
го набега фазы бегущей волны вдоль направления ее распростране-
ния. Критическая длина волны kλ  – это такое максимальное значе-
ние длины волны, измеренной в неограниченном пространстве, при 
котором прекращается распространение в волноводе данного типа 
волны. 

Замечание. Расчетные формулы получены на основе разложения 
волнового числа неограниченного пространства в продольном сече-
нии волновода по продольной и поперечной координатах: 

,222 ghk +=  
а в поперечном сечении – вдоль координат x  и y : 

222
yx ggg += . 

Параметры волны определяет продольное волновое число 

.22 gkh −=  
В предельном случае при 
 

Kkgk ==   0=h , 
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следовательно, исчезает волновой процесс. Введя понятие критиче-
ской длины волны, постоянную распространения можно представить в 
таком виде: 

,1
2

22
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

K
K kkkh

λ
λ

 

где текущее волновое число и его критическое значение вычисляют 
по формулам 

λ
π2

=k   и .2

K
Kk

λ
π

=  

Критическая длина волны определяется размерами поперечного 
сечения волновода и типом волны. 

По формальному правилу kλ  вычисляют через критическое зна-
чение волнового числа kk . Критический случай соответствует нуле-
вому значению продольного волнового числа ( 0=h ), т.е. из выраже-
ния 222 ghk +=  имеем 

.22
yxk gggk +==  

Подставляя kk  в выражение для kλ , получаем 
 

,222
2222

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
+

==

b
n

a
mggk

yxk
k

ππ

πππλ  

или в итоге 

.2
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

b
n

a
m

kλ  

Взаимосвязь волновых чисел с соответствующими длинами волн 

,2
λ
π

=k    
В

2
λ
π

=h  

позволяет определить длину волны в волноводе: 
 

.

1

2
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==

K

B h

λ
λ

λπλ  

Фазовую скорость волны рассчитывают на основе продольного 
волнового числа: 
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,
2

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

−

K
k

h

λ

λ

φ
ωωϑ  

а групповую скорость – из взаимосвязи фазовой и групповой скоро-
стей: 

;2сГ =φϑϑ   ;0ϑ=с   .
2

φϑ
ϑ с
Г =  

Следовательно, 

.1
2

0 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

K
Г λ

λϑϑ  

Волновое сопротивление волны определяют отношением попе-
речных компонент: 

.
X

Y
C H

EZ =  

Таким образом, для Е-волны имеем 

.1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−==

K

E
C

khZ
λ
λ

ωεωε
 

Поскольку волновое число и волновое сопротивление для неог-
раниченного пространства 

,εμω=k   ,
ε
μ

=CZ  то  ,1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

K
C

E
C ZZ

λ
λ

 

а волновое сопротивление для H - волны 

.

1
2

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

==

K

CH
C

Z
h

Z

λ
λ

ωμ
 

Задача 4. В прямоугольном резонаторе с размерами поперечного 
сечения a x b и воздушным заполнением возбуждено колебание за-
данного типа mnpH  (или mnpE ) с известным амплитудным значением 

напряженности поля 0mH  (или 0mE ). Стенки резонатора – медные с 

удельной проводимостью 7106,5 ⋅=σ  См/м и значением абсолютной 

магнитной проницаемости 7
0 104 −⋅== πμμ  Гн/м. Рассчитать основ-
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ные резонансные и поверхностные параметры резонатора, а также 
его энергетические параметры и величину добротности. 

Задачу решают с использованием соотношений, приведенных в 
пособии [2, с. 16-31], в такой последовательности. 

Приводят рисунок прямоугольного резонатора с заданной систе-
мой координат (рис. 6). 

В зависимости от заданного 
типа колебаний записывают 
комплексные амплитуды ком-
понент: поперечноэлектриче-
ские (магнитные) mnpH  
[2, формула (2.5)] и поперечно-
магнитные (электрические) 

mnpE  [2, формула (2.6)] колеба-

ния. Указывают комплексные амплитуды векторов электрической E&  и 
магнитной H&  компонент. Графическое представление законов изме-
нений всех компонент колебаний на ребрах резонатора в двух плос-
костях yx0  и zx0  приводят так же, как в задаче 3. 

1. Комплексные амплитуды компонент электромагнитного поля: 
- для колебания типа mnpE  

),cos()sin()sin(0 hzygxgE yxz =Ε&      

),sin()sin()cos(20 hzygxg
g
ghE yx

x
x −=Ε&  

),sin()cos()sin(20 hzygxg
g

g
hE yx

y
y −=Ε&  

),cos()cos()sin(20 hzygxg
g

g
jE yx

y
x ωε=Η&  

),cos()sin()cos(20 hzygxg
g
gjE yx

x
y ωε−=Η&  

;0=zH&  
- для колебания типа mnpH  

),sin()cos()cos(0 hzygxgjH yxz −=Η&     

),cos()cos()sin(20 hzygxg
g
ghjH yx

x
x =Η&  

z падП
отрП

y 

x 

b l 

a 

τH&Рис. 6 
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),cos()sin()cos(20 hzygxg
g

g
hjH yx

y
y =Η&  

),sin()sin()cos(20 hzygxg
g

g
H yx

y
x ωμ=Ε&  

),sin()cos()sin(20 hzygxg
g
gH yx

x
y ωμ−=Ε&  

0=zE& . 
Замечание. Составляющие колебаний объемного резонатора оп-

ределяют на основе известных компонент поля прямоугольного вол-
новода. Ограничение отрезка волновода торцевыми стенками в коор-
динатах lZ, ==Ζ     0  требует выполнения дополнительных гранич-
ных условий τE  = 0 ( )0== yx EE , nH  = 0 ( 0=zH ). Применение 
этих условий к электромагнитным компонентам волновода определя-
ют вышеприведенные выражения. 

2. Рассчитывают следующие резонансные параметры резонатора: 
- резонансная частота [2, формула (2.7)] 

,
222

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

l
p

b
n

a
m

εμ
πω  

где pnm ,,  – числовые индексы, определяющие тип колебания; 
με ,  – абсолютная диэлектрическая и магнитная проницаемости 

внутренней среды резонатора; следует учесть, что 

εμ
υ 1
=  = 3·108 м/с; 

- резонансная длина волны [2, формула (2.8)] 

;2
2220

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

l
p

b
n

a
m

λ  

- резонансная длина резонатора [2, формула (2.4)] 

,
20
Вpl λ

=  

где  Вλ  – длина волны в волноводе, причем 

2
0

0

1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

Κλ
λ

λλВ ,  .2
22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=Κ

b
n

a
m

λ  
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3. Вычисляют такие поверхностные параметры: 
- глубина проникновения поля в стенки резонатора [2, форму-

ла (2.24)] 

;21
ωσμα

σ === d  

- поверхностное сопротивление [2, формула (2.27)] 

d
jZZ CS σ

+
==

1
. 

Замечание. Резонансную частоту находят из выражения для вол-
нового числа неограниченного пространства 

εμω
υ
ω

λ
π

===
2k  

с учетом формулы для фазовой скорости 

εμ
υ 1
=  

и соотношения волновых чисел 
222222
yx gghghk ++=+= . 

Резонансную длину волны также определяют соответствующим 
волновым числом: 

;2

0λ
π

=k   ;2
0 k

πλ =    222222
yx gghghk ++=+= ; 

.2
2220
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=
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λ  

Поверхностные параметры вычисляют так же, как в задаче 2. 
4. Рассчитывают следующие энергетические параметры: 
- энергия электромагнитного поля, накопленная в резонаторе 

[2, формула (2.10)] 

,
22

22
н νενμ

νν
dEdHW mm ∫∫ ==  

где mH , mE  – амплитуды электрического и магнитного полей, причем 
2222
zyxm EEEE ++= ,  2222

zyxm HHHH ++= ; 
−με ,  абсолютные проницаемости среды внутри резонатора; 

ν  – объем резонатора; 
- потери мощности в стенках резонатора (средняя мощности по-

терь) [2, формула (2.29)] 
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,
2

Re 0

2

∫
Ε

=Ρ
s s

cp Sdn
Z
τ    ∫Η=Ρ

s

s
cp dSR ,

2
2
τ  

где −=
d

Rs σ
1

действительная часть поверхностного сопротивления; 

τΗ  – модуль тангенциальной составляющей вектора. 
Поверхностный интеграл [2, формула (2.29)] состоит из суммы ин-

тегралов по каждой плоскости резонатора, причем интегралы на про-
тивоположных плоскостях равны. Поэтому вычисляют только три ин-
теграла. При вычислении каждой составляющей поверхностного инте-
грала для записи τH  выбирают компоненты, параллельные (танген-
циальные) соответствующей плоскости. Например, для торцевой 
стенки (плоскость yx0 ) 222

yx HHH +=τ , для боковой стенки (плос-

кость zy0 ) 222
zy HHH +=τ , для основания резонатора (плоскость 

zx0 ) 222
zx HHH +=τ . При вычислении интегралов следует восполь-

зоваться известными формулами интегрирования 

2
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0

2 adx
a
xm
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⎜
⎝
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∫
π
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2

sin
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2 ldz
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∫
π

. 

Замечание. Среднюю мощность потерь находят как действитель-
ную часть потока нормальной составляющей комплексного вектора 
Пойнтинга через поверхность резонатора (рис. 7): 

Sd
s

cp ∫ ⊥=Ρ ПRe & ; 

[ ] [ ] .
2
1

2
1

0
* n∗

⊥ Η⋅Ε=Η×Ε=Π ττττ &&&&&  

Граничное условие Леонтовича оп-
ределяет величину τΕ : 

ττ Η=Ε && cZ , или ,ss jZ=Ετ&  

где ;1
d

iZs σ
+

=  cs ZZ = . 

Путем подстановки условия Леонтовича выражают вектор Пойн-
тинга через одну компоненту поля: 

 

.1
2
1

2
1

0
2

0
2 nE

Z
nHZ

s
s ττ ==Π⊥

&  

⊥П
&  

Рис. 7 

τH&  
τE&

0n  
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Расчетную формулу для средней мощности потерь получают по-
сле интегрирования этого выражения по всей внутренней поверхно-
сти резонатора. 

5. Рассчитывают добротность резонатора Q  [2, формула (2.30)]. 
При вычислении интеграла по объему в качестве подынтегрального 
выражения подставляют квадрат модуля магнитной компоненты: 

2222
zyx HHHH ++= . 

Расчетная формула электродинамического определения доброт-
ности 

,2
2

2

∫

∫Η
=

s

v
m

dSH

d

d
Q

τ

ν
 

где 2222
zyxm Η+Η+Η=Η  – квадрат модуля магнитной составляющей 

поля внутри резонатора; 
τΗ  – модуль тангенциальной составляющей на стенках резона-

тора; 
d  – глубина проникновения поля в металл; 
V , S  – объем резонатора и площадь его внутренней поверхности 

соответственно. 
Замечание. Добротность – это параметр, который определяет 

качество резонатора. Энергетическая формула добротности 

nW
WQ
Δ

= н2π  

показывает превышение энергии нW , накопленной в колебательной 
системе, над энергией nWΔ , теряемой за один период колебаний. 

Средняя мощность потерь 

Τ
Δ

=Ρ n
cp

W
, 

откуда 

,2
cpcpnW Ρ=ΤΡ=Δ

ω
π

  ,
2

2 н

cp

WQ
Ρ
⋅

=
π

ωπ  

что позволяет рассчитывать добротность через мощность потерь: 

.н

cp

WQ
Ρ

= ω  

Путем подстановки энергетических параметров получают элек-
тродинамическую формулу добротности 
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.2

2

∫

∫Η
==

s
s

m

ср

н

dSHR

d

P
WQ

τ

ν
νμ

ωω  

Преобразование коэффициента перед интегралами 

d
Rs

⋅= ωμσωμ
 

с учетом глубины проникновения поля дает расчетную формулу доб-
ротности. 

Задача 5. Вдоль диэлектрической замедляющей структуры с ди-
электриком толщиной d  и относительной диэлектрической проницае-
мостью r2ε  распространяется медленная электромагнитная волна. 
Длина волны возбуждающего генератора λ . Рассчитать фазовую 
скорость медленной волны, длину волны замедленного электромаг-
нитного процесса, а также коэффициент замедления. Привести ана-
литическое и графическое представления медленной волны. 

Задачу решают на основе соотношений, приведенных в пособии 
[2, с. 32-39], в такой последовательности. 

Приводят рисунок продольного сечения замедляющей структуры с 
заданной системой координат. Указывают электродинамические па-
раметры сред, из которых состоит эта структура: воздух, диэлектрик, 
металл. 

Записывают комплексные амплитуды Е-волны, распространяю-
щейся над замедляющей структурой [2, формулы (3.7), (3.8а)]. Указы-
вают все переменные, входящие в приведенные формулы. 

Замечание. В замедляющих структурах реализуется эффект за-
медления электромагнитной волны. Фазовая скорость медленной 
волны меньше фазовой скорости волны в неограниченном простран-
стве. Необходимое условие замедления – мнимый характер поверх-
ностного сопротивления замедляющей структуры. 

Диэлектрическая замедляющая структура, приведенная на рис. 8, 
представляет собой слой диэлектрика на поверхности металла. Гео-
метрия структуры характеризуется такими параметрами: 

- d  – толщина диэлектрика; 
- dyz  – неограниченная поверхность структуры. 
Среды обозначены соответствующими индексами: 

- среда 1 – воздух ( 11,με ); 
- среда 2 – диэлектрик ( 22 ,με ); 
- среда 3 – идеальный проводник ∞→σ . 
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Здесь рассматривают по-
перечно-магнитную волну (E-
волну, 0≠zE ), причем П  – 
вектор Пойнтинга распростра-
няющейся волны, z  – направ-
ление распространения волны. 
 

1. Комплексные амплитуды 
компонент волны определяются 
следующими выражениями: 

 
jhzpx

z eAeE −− ⋅=1
& ; 

jhzpx
x ee

p
hjAE −− ⋅−=1

& ; 

jhzpx
y ee

p
jAH −− ⋅−= 1

1
ωε& , 

где p  – поперечное волновое число; 

h  – продольное волновое число; 

1ε  – абсолютная диэлектрическая проницаемость 1-й среды (воз-
дух); 

ω  – циклическая частота. 
Продольную компоненту волны находят из решения волнового 

уравнения 

01
2

11
2 =+∇ zz EkE &&  при dx ≥  

с учетом граничного условия 
dx = ,  21 ττ EE && = ,    21 zz EE && = . 

По координате y  поверхность не ограничена, поэтому полагают 

0=
∂
∂
y

. 

После преобразований это уравнение принимает следующий вид: 

.01
2

2
1

2
=− z

z Ep
dx

Ed
 

Волновые числа связаны таким соотношением: 
 

22
1

22
1

2 pkkh +=−= γ . 

x 

1

2

3
y 

d

Рис. 8 

XE  

ZE  

П  YH

z 
∞→3σ
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Следует отметить, что фазовые скорости волны в неограниченном 
пространстве и над замедляющей структурой определяются соответ-
ствующими волновыми числами: 

kdt
dzС ω

== ,   
hф
ωϑ = . 

Фазовая скорость медленной волны уменьшается вследствие уве-
личения волнового числа в сравнении с неограниченным пространст-
вом: 

22
1

22
1

2 pkkh +=−= γ . 

Отмеченное изменение волнового числа возможно только при 
мнимом характере поперечного волнового числа jp=γ . 

Поперечные компоненты волны находят непосредственно из урав-
нений Максвелла или уравнений взаимосвязи поперечных и продоль-
ных компонент волны. 

2. Поперечное волновое число p  находят из решения системы 
дисперсионных уравнений 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+

=

,)()(

);()(1)(

222
2

Rpdgd

gdtggdpd
rε  

где     ;121 −= rdkR ε  

 g  – поперечное волновое число в диэлектрике (среда 2); 

 r2ε  – относительная диэлектрическая проницаемость диэлек-
трика. 

Решение нелинейной системы уравнений выполняют графическим 
методом. Предварительно приводят таблицу для функции, представ-
ленной первым уравнением. Для этого задают несколько значений ар-
гумента функции ( gd ) в диапазоне 20 π<< gd  и с учетом заданной 
константы r2ε  вычисляют значение функции ( pd ). Табличные значе-
ния представляют в виде графика на миллиметровой бумаге с указа-
нием масштаба по обеим осям координат: gd , pd . Второе уравнение 
– это уравнение окружности радиуса R . Поэтому после вычисления 
радиуса на подготовленном ранее графике проводят дугу окружности. 
Точка пересечения двух кривых является решением системы уравне-
ний. Записывают координаты точки пересечения gd , pd . 

Замечание. Систему уравнений получают применением граничных 
условий на границе раздела «диэлектрик – воздух». Для этого внача-
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ле решают волновое уравнение относительно продольной компонен-
ты для диэлектрической (2-й) среды 

02
2
22

2 =+∇ zz EkE &&  при dx ≤≤0 . 
Граничные условия 

dxEExE zzz ====      ,     ,0       ,0 212
&&&  

определяют непрерывность тангенциальной составляющей вектора 
E на границе раздела диэлектрических сред ( dх = ) и равенство её 
нулю на идеально проводящей поверхности ( 0=x ). 

Преобразованное уравнение имеет такой вид: 

02
2

2
2

2

=+ z
z Eg

dx

Ed
, 

где  .22
2

2 hkg −=  
По аналогии с воздушной средой (1-я среда) вычисляют попереч-

ные компоненты волны. Комплексные амплитуды компонент волны в 
диэлектрической среде таковы: 

( )

( )

( ) .cos

;cos

;sin

2
2

2

2

jhz
y

jhz
x

jhz
z

egx
g

jDH

egx
g
hjDE

egxDE

−

−

−

−=

−=

=

ωε&

&

&

 

Объединение полей в двух средах проводят на основании гра-
ничного условия при dх = : 

,    , 2121 ττττ HHEE ==  
т.е. 

.     , 2121 yyZZ HHEE &&&& ==  
Результатом «сшивания» полей является дисперсионное уравне-

ние. 
3. Путем использования известного значения толщины диэлектри-

ка d  переходят от безразмерных параметров непосредственно к вол-
новым числам: gp, . Величину коэффициента замедления 
рассчитывают по [2, формула (3.13)]: 

 

k
pk

k
hK

22

з
+

== ;  
2

з 1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

k
pK . 
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Этот параметр показывает, во сколько раз уменьшается фазовая 
скорость волны в замедляющей структуре в сравнении с неограни-
ченным пространством: 

Ф

CK
υ

=З . 

Рассчитывают длину медленной волны hВ πλ 2= , а также ее фа-
зовую скорость hф ωυ = , где продольное волновое число h  вычис-
ляют из соотношения [2, формула (3.6)]: 

222 pkh += . 
Рассчитывают поверхностное сопротивление замедляющей струк-

туры sZ  с использованием формулы [2, с. 35]: 

y

z
s H

EZ
&

&
= ,  

22

1
ωεωετ

τ pj

p
jH

EZs =
−

==
&

&
. 

Это сопротивление определяет тангенциальные составляющие 
τE  и τH . 

4. Приводят аналитическое и графическое представления медлен-
ной волны. Компоненты волны при аналитическом представлении за-
писывают в действительной форме. Переход от комплексных ампли-
туд к мгновенной действительной форме проводят так же, как и в за-
даче 1. Окончательную запись волны следует привести в векторной 
форме: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ).

;

0

00

tHytH
tEztExtE

y

zx

=

+=
 

В графической форме приводят закон изменения амплитуды вдоль 
нормальной координаты x , а также пространственные изменения по-
ля вдоль координаты z  для фиксированного момента времени 0=t . 
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Приложение 
Варианты задач и исходные данные 

Таблица П.1 
 

Номер варианта Исходные 
данные 1 2 3 4 5 6 7 8 
Em, мВ/м 5 10 15 20 25 30 35 40 
F·107, Гц 1,5 3 5 7 10 15 20 25 
εr 1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 

Номер варианта Исходные 
данные 9 10 11 12 13 14 15 16 
Em, мВ/м 45 50 55 60 65 70 75 80 
F·107, Гц 30 40 45 50 55 60 65 70 
εr 1,8 1,9 2 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 

Номер варианта Исходные 
данные 17 18 19 20 21 22 23 24 
Em, мВ/м 85 90 95 100 105 110 115 120 
F·107, Гц 35 75 80 85 90 95 100 105 
εr 3 3,1 3,3 3,5 3,4 2,6 2,7 2,8 

 
Таблица П.2 

 

Номер варианта Исходные 
данные 1 2 3 4 5 6 7 8 
Еτ, мВ/м 10 15 20 25 30 35 40 45 
F·106, Гц 1 3 5 10 12 15 20 25 
σ·107, См/м 3,3 2,5 2 1,67 5,7 1,43 6,25 1,78 

Номер варианта Исходные 
данные 9 10 11 12 13 14 15 16 
Еτ, мВ/м 50 2 3 4 5 6 7 8 
F·106, Гц 30 35 40 45 50 55 60 70 
σ·107, См/м 3,3 2,5 2 1,67 5,7 1,43 6,25 2,4 

Номер варианта Исходные 
данные 17 18 19 20 21 22 23 24 
Еτ, мВ/м 9 12 14 17 23 32 44 48 
F·106, Гц 17 23 28 32 37 42 47 53 
σ·107, См/м 2,3 2,75 1,5 1,84 2,1 3,45 4,2 5,2 

 
Таблица П.3 

 

Номер варианта Исходные 
данные 1 2 3 4 5 6 7 8 
a x b, см2 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5
Hmn H10 H01 H20 H02 H11 H12 H21 H22 
F·109, Гц 3,75 7,5 6,67 13,6 8,6 13,6 10 15 
Hz0, А/м 4,2 5,5 6,9 8,3 9,7 11 12,5 13,9 
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Окончание табл. П.3 
 

Номер варианта Исходные 
данные 9 10 11 12 13 14 15 16 
a x b, см2 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1
Emn E11 E12 E21 E22 E13 E31 E23 E32 
F·109, Гц 23 37,5 25 42,9 20 11,5 21,4 40 
Ez0·103, В/м 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 

Номер варианта Исходные 
данные 17 18 19 20 21 22 23 24 
a x b, см2 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1
Hmn H10 H01 H20 H02 H11 H12 H21 H22 
F·109, Гц 7,5 20 15 33,3 23 37,5 25 42,9 
Hz0, А/м 10 15 9,5 7,4 6,2 3,5 4,8 8,7 

 

Таблица П.4 
 

Номер варианта Исходные 
данные 1 2 3 4 5 6 7 8 

Hmnp H101 H011 H111 H121 H021 H201 H211 H221 
Hm0, А/м 4,2 5,5 6,9 8,3 9,7 11 12,5 13,9 
F·109, Гц 3,75 7,5 8,6 13,6 13,6 6,67 10 15 
a x b, см2 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5 5x2,5

Номер варианта Исходные 
данные 9 10 11 12 13 14 15 16 

Emnp E110 E111 E120 E121 E210 E211 E221 E223 
Em0, В/м 1,5 2 2,5 3 3,5 4 4,5 5 
F·109, Гц 23 23 37,5 37,5 25 25 42,9 49,9 
a x b, см2 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1

Номер варианта Исходные 
данные 17 18 19 20 21 22 23 24 

Hmnp H101 H011 H111 H121 H021 H201 H211 H221 
Hm0, А/м 10,2 11,5 12,2 9,3 7,4 7,8 8,8 9 
F·109, Гц 7,5 20 23 37,6 33,3 15 25 42,9 
a x b, см2 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1 2,3x1

 

Таблица П.5 
Номер варианта Исходные 

данные 1 2 3 4 5 6 7 8 
d, мм 2 3 4 5 6 7 2 3 
ε2r 5,4 5 3,67 3 2,61 2,55 2,26 2 

λ, см 3 3,1 3,2 3,3 3,4 3,5 3,5 3,4 
Номер варианта Исходные 

данные 9 10 11 12 13 14 15 16 
d, мм 4 5 6 7 3,5 4,5 2,5 3 
ε2r 5,4 5 3,67 3 2,6 2,3 3,4 3,5 

λ, см 3,3 3,2 3,1 3 3 3,2 3,4 3,5 
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Окончание табл. П.5 
 

Номер варианта Исходные 
данные 17 18 19 20 21 22 23 24 

d, мм 5,5 6,4 4,2 5,7 6,8 3,8 7,2 7,4 
ε2r 2,4 3,8 2,3 3,7 2,2 2,3 2,5 3.1 

λ, см 3,7 3,6 2,9 3,8 3,9 3,5 2,8 2,7 
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