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ЗАМІСТЬ ПЕРЕДМОВИ 
 

Ця монографія є першою об’ємною роботою в області 
багаточастотної п’єзоелектроніки і по суті є підсумком багаторічної 
діяльності д.т.н., професора Колпакова Ф. Ф. (1941 - 2009) і його учнів. 
Написана спільно з к.т.н., доцентом Підченко С. К. ця робота фактично 
є останньою науковою роботою Колпакова Ф. Ф., в якій відбиті всі 
основні напрями його досліджень і значна частина отриманих 
результатів. У своїй роботі «Фізика і реальність» Альберт Ейнштейн  
писав, що «Зміст науки можна осягати і аналізувати, не вдаючись до 
розгляду індивідуального розвитку її творців. Але при такому 
односторонньому – об'єктивному викладі окремі кроки можуть 
здаватися  окремими випадковими успіхами. Розуміння того, як стали 
можливими і навіть необхідними ці кроки, досягається лише в тому 
випадку, якщо простежити за розумовим розвитком окремих людей, 
сприяючих виявленню напряму цих кроків».  

У даному контексті мені, як людині з яким Ф. Ф. Колпаков 
починав дослідження в області багаточастотної п’єзоелектроніки і на 
очах якого розвивалася і пройшла практично вся його творча 
діяльність, здалося не тільки доцільним, але і необхідним в цій 
короткій передмові познайомити читачів з основними  напрямами,  
етапами  і досягненнями професора Колпакова та його школи.  

Початок його досліджень в області збудження багаточастотних 
коливань відноситься до кінця 60-х років минулого сторіччя, коли на 
кафедрі Приймально-передавальних пристроїв Харківського 
авіаційного інституту почали виконуватися перші наукові роботи по 
забезпеченню стійкості багаточастотних режимів в різних 
автоколивальних системах. Тоді, по суті вперше, були сформульовані 
вимоги до характеристик багаторезонансних автоколивальних систем і 
визначені умови існування коливань з асинхронними частотами і 
забезпечення їх стабільності. Починаючи з 1970 року, завдяки 
Заслуженому винахіднику УРСР, надалі д.т.н, професору В. Я. Баржину, 
основна увага цих досліджень була сконцентрована на роботах по 
збудженню багаточастотних режимів у високодобротних 
п’ єзорезонансних системах. Багаторезонансність кварцової 
коливальної системи, що вважалася раніше за серйозний її недолік, 
почала розглядатися як основа розширення функціональних 
можливостей і підвищення точності п’єзорезонансних пристроїв. 
Перші наукові і практичні результати в даному напрямі, які отримані 
за участю Ф. Ф. Колпакова, були пов'язані з теоретичним 
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обґрунтуванням доцільності поєднання частотно-визначаючої функції 
кварцового резонатора із функцією вимірювання його власної 
температури для зниження статичної і динамічної похибок 
температурної стабілізації шляхом його збудження одночасно на двох 
асинхронних частотах. Аналогічна ідея лише через десять років була 
реалізована за кордоном у високостабільних кварцових генераторах з 
резонаторами SC - зрізу. Тоді ж на кафедрі почали розвиватися і 
методи побудови високостабільних багаточастотних генераторів і 
пристроїв та  їх схемотехнічні рішення.  

Після захисту у 1972 році кандидатської дисертації Ф. Ф. Колпаков 
у своїх роботах починає інтенсивно розвивати так званий 
багаточастотний підхід до проблеми забезпечення інваріантності 
п’єзорезонансних пристроїв будь-якого призначення до ансамблю 
дестабілізуючих чинників. В рамках цього підходу поступово 
формується напрям багаточастотної прецизійної п’єзоелектроніки і 
вирішуються ключові питання синтезу багаточастотних генераторів,   
скорочення перехідного режиму за амплітудою і частотою, 
придушення побічних спектральних компонент у вихідних сигналах, 
тощо.   

Одночасно з цим, в роботах Ф. Ф. Колпакова і його учнів 
почали інтенсивно розвиватися методи аналізу і синтезу 
багаторезонансних коливальних систем, методи структурно-
параметричної оптимізації багаточастотних п'єзоелектричних 
пристроїв в умовах конструктивно-технологічних обмежень. Була 
синтезована нелінійна багаточастотна модель кварцового резонатора, 
яка враховувала одночасну дію групи дестабілізуючих чинників, 
теоретично обґрунтовано метод багатострумового управління 
кварцовими резонаторами шляхом варіацій амплітуд однієї або 
декількох додаткових мод збудження, розроблені структури, 
алгоритми і схеми компенсації статичних і динамічних впливів 
температури, варіації рівнів збудження на параметри вузькосмугових 
кварцових фільтрів і частотних дискримінаторів, що забезпечило їх 
підвищені точностні  характеристики.  

В рамках багаточастотного підходу на протязі вісімдесятих та 
на початку дев’яностих років були запропоновані нові типи 
вимірювачів групи неелектричних фізичних величин, що дозволило 
одночасно вимірювати декілька параметрів при використанні єдиного 
первинного вимірювального перетворювача – багаточастотного 
кварцового резонатора. Створений широкий клас вимірювальних 
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перетворювачів, здатних одночасно вимірювати два і більше  
параметрів, наприклад температуру і тиск, точностні характеристики   
яких істотно перевищували аналогічні характеристики одночастотних  
п’єзорезонансних перетворювачів.  

Починаючи з 1996 року Колпаков  Ф. Ф. працював за 
сумісництвом на посаді професора кафедри радіотехніки 
Хмельницького національного університету (на той час – 
Технологічний університет Поділля) і очолював один із наукових 
напрямів цієї кафедри  – «Інваріантні п’єзорезонансні системи та 
прецизійна радіоелектроніка на їх основі». Завдяки дослідженням за 
цією тематикою на кафедрі радіотехніки були вирішені ключові 
питання динаміки багаточастотних кварцових генераторів, зокрема  
забезпечення стійкості багатомодового режиму збудження кварцового 
резонатора для довільної кількості коливань за умов сильної варіації їх 
активності та мінімізації тривалості перехідного процесу, скорочення 
часу готовності кварцових резонаторів за рахунок вибору 
раціонального теплового режиму п’єзоелемента на етапі встановлення 
коливань, удосконалення інтегральних елементів нагріву та 
використання багаточастотних режимів збудження, створено новий 
клас вимірювальних частотних п’єзорезонансних перетворювачів на 
основі принципу «надлишкової» добротності керованих 
п’єзорезонансних пристроїв в умовах низькодобротного навантаження. 

Практична реалізація запропонованих Ф.Ф. Колпаковим та його 
учнями принципів модуляції міжелектродного зазору кварцового 
резонатора призвела до створення принципово нової конструкції 
датчика тиску – п’єзорезонансного механотрону, точність та роздільна 
здатність якого значно перевищували характеристики існуючих 
напівпровідникових датчиків. Ця розробка стала основою для 
створення  спільно с концерном ВАТ «Родон» (м. Івано – Франківськ)  
промислового зразка тонометру «Станіслав – ТОН 01», який завдяки 
«надлишковій» для задач тонометрії роздільної здатності та 
спеціальному програмному забезпеченню вирішує і задачі 
сфігмографічного дослідження параметрів серцево – судинної системи 
людини. Розвиток даного напрямку призвів до створення на базі 
п’єзорезонансного механотрону сфігмографічної системи високої 
вірогідності реєстрації, яка надає нові можливості по визначенню 
параметрів пульсових коливань, дозволяє виявляти патології 
(атеросклеротичні зміни) серцево-судинної системи людини на ранніх 
стадіях та суттєво підвищити діагностичну цінність реєструємих 
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параметрів. 
Плідна наукова діяльність професора Ф. Ф. Колпакова тісно 

поєднувалася з його педагогічною роботою, якій він присвятив 43 роки, 
працюючи в Національному аерокосмічному університеті                   
ім. М. Є. Жуковського «Харківський авіаційний інститут». Він по 
праву вважався одним із самих шанованих професорів університету, 
лекційна і методична майстерність якого завжди викликала визнання  
не тільки студентів, але і більшості його колег. Професора Колпакова 
завжди оточував великий круг учнів, з якими він ділився знаннями та 
ідеями, і які продовжували, і можна з упевненістю стверджувати, що і 
надалі продовжуватимуть та розвиватимуть його ідеї.  

 
 
 

Завідувач кафедри 
«Прийому, передачі та обробки сигналів» 
Національного аерокосмічного університету 
ім. М. Є. Жуковського 
«Харківський авіаційний інститут», 
д.т.н., професор                                                                                 О. О. Зеленський 
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ВСТУП 
 

Важливу роль у вирішенні широкого кола технічних і наукових 
задач відіграють радіотехнічні системи різноманітного призначення. Їх 
розвиток безпосередньо пов’язаний з удосконалюванням систем і 
пристроїв прецизійної радіоелектроніки, центральне місце серед яких 
займають п’єзорезонансні пристрої (ПРП). Системи зв’язку, 
телебачення, локації, навігації, траєкторних вимірювань та цілий ряд 
інших систем забезпечують необхідні метрологічні характеристики 
лише завдяки застосуванню ПРП різних типів. 

П’єзорезонансні пристрої давно зайняли домінуюче положення 
в системах стабілізації частоти від звукового до гігарцевого діапазону 
(опорні і керовані генератори) і перетворення високочастотних 
сигналів (амплітудні, частотні і фазові перетворювачі – фільтри і 
детектори), і області їх застосування все більше розширюються 
(тактові генератори комп’ютерних систем, електронні прилади часу, 
формувачі часових шкал з фіксованим початком відліку, частотні 
АЦП, високостабільні джерела напруги, змішувачі тощо). Широкі 
перспективи відкриваються при застосуванні п’єзорезонаторів в 
прецизійних вимірювальних системах, де використання їх в якості 
чутливих елементів з частотним виходом, які поєднують високу 
точність з універсальністю, здатне забезпечити скачок розвитку в 
даній області. 

Випуск п’єзорезонансних пристроїв у світі перевищує сотні 
мільйонів штук у рік і стрімко зростає. Одночасно з ростом кількості 
ПРП кожні 7-10 років інтенсивно посилюються вимоги до їх точності, 
нечутливості (інваріантності) до дестабілізуючих впливів за умов 
підвищення жорсткості умов експлуатації. Традиційним шляхом 
досягнення високих метрологічних характеристик ПРП на основі 
фундаментальних досліджень У. Мезона, У. Кеди, X. Тірстена, 
Ф. І. Федорова, А. Г. Смагіна, М. І. Ярославського є конструктивно-
технологічний підхід. На цьому шляху за кілька останніх десятиліть в 
області п’єзоелектронної техніки на об'ємних акустичних хвилях 
досягнуто значні результати. 

Разом з тим, індивідуальний характер конструктивно-
технологічних методів (вибір для кожного типу ПРП зрізу 
п’єзоелементу, його геометрії, конструкції електродів тощо, що знижує 
дестабілізуючі впливи на них зовнішнього середовища) все більше 
вступає в протиріччя з умовами масового виробництва 
п’єзорезонансних пристроїв та їх широкого спектру застосування, 
вимагає все більших часових і матеріальних витрат, і не може 



Вступ 

 8 

забезпечити їх інваріантність до ансамблю одночасно діючих факторів 
впливу (ФВ). 

Поряд з конструктивно - технологічними широке застосування 
знаходять функціональні методи боротьби з дестабілізуючою дією ФВ 
шляхом статування ПРП або компенсації цієї дії. За своєю суттю 
функціональні методи універсальні. Разом з тим, в основі кращих 
варіантів даних методів лежить формування сигналів спеціальними, 
конструктивно роз'єднаними з ПРП датчиками, які несуть інформацію 
про фактор впливу (поточна ідентифікація ВФ). Наявність градієнтів 
за величиною ФВ між ПРП і датчиком, а також розходження їх 
динамічних параметрів (наприклад, різниця теплових постійних часу, 
відмінність температурно-динамічної характеристики п’єзорезонатора 
від статичної, відтвореної терморезистором) безпосередньо 
перетворюється у похибку регулювання. В системах статування ця 
проблема вимагає пошуку конструктивних рішень по зниженню 
статичних і динамічних градієнтів ФВ і точного індивідуального 
вибору зони статування (наприклад, температури нульового значення 
температурного коефіцієнту частоти), а в системах компенсації 
обмежує за точністю сферу їх застосування. Крім того, функціональні 
методи, як правило, орієнтовані на усунення впливу лише одного 
дестабілізуючого фактору із всього ансамблю впливів, що також 
знижує точність даних систем. З цих причин традиційні  
функціональні методи не задовольняє умовам масового виробництва 
ПРП і п’єзорезонасних систем на їхній основі. 

Обмеженість традиційних форм функціональних методів 
забезпечення інваріантності ПРП проявилася в умовах, коли 
сформувалась концепція багатобічного перетворювача О. О. Харкевича і 
багатоканальних інваріантних систем Б. М. Петрова, виконаних 
фундаментальних досліджень у теорії нелінійних коливань і 
багаточастотних автоколивальних систем М. М. Боголюбовим,      
Ю. О. Митропольським, Є. О. Гребенніковим, Г. М. Уткіним, Т. Хаясі,      
А. Тондлом й інших; в теорії авторегулювання і вимірювальної техніки 
– О. І. Кухтенко, В. В. Шахгильдяном, А. М. Азизовим, Б. Я. Ліхтциндером, 
В. Штуммом та іншими. Однак при всій значимості цих досягнень 
науки, здатних скласти методологічну основу синтезу інваріантних 
ПРП, традиційне представлення про виняткову шкідливість 
багаточастотних явищ в п’єзорезонансних пристроях, їх недостатня 
вивченість у теоретичному і прикладному плані у більшості випадків 
практично унеможливлює ефективне розв’язання задач синтезу 
інваріантних п’єзорезонансних пристроїв в умовах масового 
виробництва. 
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В даній роботі викладені теорія і реалізаційні основи побудови 
технічно інваріантних до ансамблю факторів впливу п’єзорезонансних 
пристроїв генерування стабільних за частотою сигналів, пристроїв 
частотної селекції та прецизійних частотних вимірювачів фізичних 
величин. Для забезпечення інваріантності ПРП використовується 
явище багаточастотної генерації в п’єзорезонансних системах, яке 
традиційно вважається винятково шкідливим і придушується різними 
методами, а також теоретичні, експериментальні і конструктивно-
технологічні дослідження узагальнені в рамках єдиного системного 
підходу. 

Сукупність викладених результатів складає науково-практичну 
базу багаточастотному підходу до синтезу інваріантних 
п’єзорезонансних систем у вигляді універсальних алгоритмічних 
методів та цілого ряду функціональних елементів даних систем, 
сумісних з вимогами масового виробництва. Завдяки практичному 
застосуванню даних методів і елементів забезпечується покращення на 
один – два порядки характеристик п’єзорезонансних систем, а саме 
підвищується довгострокова стабільність опорних кварцових 
генераторів, звужується смуга пропускання надвузькосмугових 
кварцових фільтрів, знижується додаткова похибка частотних 
інформаційно-вимірювальних систем. Отримані результати дозволили 
створити новий клас багатопараметрових кварцових датчиків, здатних 
вимірювати одночасно декілька параметрів (температуру, тиск, 
прискорення й інші),  використовуючи єдиний чутливий елемент. 

Основні висновки теорії та запропоновані рішень прикладних 
питань можуть безпосередньо використовуватися не тільки в області 
п’єзоелектроніки, але й в інших областях прецизійної 
радіоелектроніки, зокрема, у системах генерації і фільтрації сигналів 
НВЧ. 

Монографія складається із шести глав, які структурно розділені 
на три частини. Перша частина «Методологія, теоретичне та 
експериментальне обґрунтування багаточастотного підходу до 
проблеми інваріантності п’єзорезонансих пристроїв» присвячена 
теоретичному узагальненню досліджень маловивченого в 
п’єзорезонансних пристроях, що традиційно вважається шкідливим, 
явища багаточастотної генерації, яке дозволяє значно знизити 
чутливість ПРП до ансамблю дестабілізуючих факторів за рахунок 
раціонального використання можливостей їх поточної ідентифікації. В 
першій главі з позицій теорії Лагранжа - Максвела розвивається 
концепція багатобічного перетворювача як нелінійного 
багаточастотного динамічного об'єкта, підданого зовнішнім впливам, 
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що є основою для вирішення вузлових теоретичних питань 
ідентифікації даних впливів, підвищення її точності і вірогідності. 
Дослідження проводяться в рамках аксіоматики багаточастотного 
підходу, який сформульований на базі викладення його сутності. У 
другій главі в рамках багаточастотного підходу проведена 
систематизація характеристик п’єзорезонансних коливальних систем та 
виділені раціональні напрямки конструювання. Приведені результати 
комплексних досліджень двох найбільш перспективних класів 
монолітних багаточастотних систем за чутливістю до ансамблю 
факторів впливу у діапазонах їх зворотної дії: силовому механічному 
навантаженню, стаціонарному і нестаціонарному впливу температури, 
варіації рівня збудження. 

Друга частина «Динаміка інваріантних п’єзорезонансних 
систем» присвячена вивченню властивостей багаточастотної 
п’єзорезонансної системи як динамічного об’єкта та забезпечення її 
інваріантності в умовах параметричної нестаціонарності. В третій 
главі викладені результати досліджень динаміки багаточастотної 
п’єзорезонансної коливальної системи (БПКС) на основі математичної 
моделі нелінійного ядра ПРП. Для випадку тричастотного збудження 
БПКС розглянуто особливості процесу встановлення багаточастотного 
режиму генерації та визначено області його стійкості. Запропонована  
методика вибору параметрів БПКС, яка дозволяє проводити синтез 
широкого класу інваріантних ПРП за критерієм мінімуму часу 
встановлення коливань та оптимізацію динамічних параметрів 
існуючих пристроїв. В четвертій главі викладені результати 
кількісного аналізу параметрів процесу встановлення коливань в 
БПКС з урахуванням впливів параметрів регенерації та вибіркових 
властивостей кіл зворотного зв’язку. Особливу увагу приділено 
термодинамічним складовим нестабільності частоти БПКС, як одному 
із основних дестабілізуючих факторів, який обмежує точностні 
характеристики ПРП. Розглянуті питання визначення поточного 
теплового стану кварцового резонатора (КР) та вплив похибок 
ідентифікації на точностні характеристики та динаміку ПРП. В п’ятій 
главі розглядаються принципи побудови високостабільних 
п’єзорезонансних систем на основі багатопетлевих систем 
автопідстроювання частоти (АПЧ) як розвиток базової динамічної 
структури БПКС. При такому підході вдається значно підвищити 
стабільність коливань генерації завдяки практично повному усуненню 
залежності сумарної потужності розсіювання КР від умов збудження 
коливань та суттєво покращити динамічні властивості генератора 
завдяки великому  амплітудному діапазону синхронізації коливань (на 
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рівні десятків децибел) і високому коефіцієнту придушення 
міжканальних завад завдяки високим фільтруючим властивостям 
систем АПЧ.  

В третій частині «Приклади практичної реалізації принципів 
інваріантності в багаточастотних коливальних системах» розглядаються 
питання реалізації принципів інваріантності БПКС на прикладах 
багаточастотних кварцових генераторів опорних коливань та 
перетворювачів фізичних величин. В шостій главі на основі аналізу 
специфічних вимог до БПКС розглядаються питання схемотехніки 
формування багаточастотних сигналів, які пов’язані з переходом до 
багаточастотного режиму генерації, що є більш складним завданням, 
порівняно з моночастотним збудженням. При цьому особлива увага 
приділяється стійкості, стабільності та спектральній частоті 
багаточастотних коливань. Наведені приклади багаточастотних 
кварцових перетворювачів типу «температура - частота» та «тиск -
частота» як нового класу багатопараметрових п’єзорезонансних 
перетворювачів фізичних величин. 

Глави 1, 2 написані Колпаковим Ф. Ф., глави 3, 4 написані 
Підченко С. К., глави 5, 6 написані Колпаковим Ф. Ф. у співавторстві з 
Підченко С. К.  
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«Харківський авіаційний інститут», докт. техн. наук, професору 
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 Рецензентам, докт. техн. наук, професору Чумакову В. І., 
докт. техн. наук, професору Карташову В. М., докт. фіз.-мат. наук, 
професору Личаку М. М. за висловлені зауваження, які сприяли 
покращенню якості викладення матеріалу монографії. 

Директору Інституту телекомунікаційних та комп’ютерних 
систем Хмельницького національного університету канд. техн. наук, 
професору Косенкову В. Д. за підтримку та розуміння на протязі 
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Канд. техн. наук, доценту Солодовнику В. Ф., канд. техн. наук, 
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ЧАСТИНА  I 
 

МЕТОДОЛОГІЯ, ТЕОРЕТИЧНЕ ТА 
ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНЕ ОБҐРУНТУВАННЯ 

БАГАТОЧАСТОТНОГО ПІДХОДУ ДО 
 ПРОБЛЕМИ ІНВАРІАНТОСТІ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНИХ 

ПРИСТРОЇВ 
 

ГЛАВА 1 

ОСНОВИ ТЕОРІЇ ІНВАРІАНТНИХ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНИХ 
ПРИСТРОЇВ З ПОТОЧНОЮ ІДЕНТИФІКАЦІЄЮ 

 ФАКТОРІВ ВПЛИВУ 

Дана глава є теоретичним узагальненням досліджень 
маловивченого, традиційно вважавшогося шкідливим, явища 
багаточастотної генерації в п’єзорезонансних пристроях (ПРП), яке 
дозволяє значно знизити чутливість ПРП до ансамблю 
дестабілізуючих факторів за рахунок раціонального використання 
можливостей поточної ідентифікації останніх. Розвинута з позицій 
теорії Лагранжа - Максвела [1] концепція багатобічного 
перетворювача [2] як нелінійного багаточастотного динамічного 
об'єкта, підданого зовнішнім впливам, є основою для вирішення 
вузлових теоретичних питань ідентифікації цих впливів, підвищення її 
точності і вірогідності. Дослідження проведені в рамках аксіоматики 
багаточастотного підходу, який сформульований на базі викладення 
його сутності. 

Отримані теоретичні результати стосуються не тільки всіх 
різновидів п’єзорезонансних пристроїв, але можуть бути поширені і на 
широке коло інших прецизійних радіотехнічних систем і пристроїв, які 
містять багаторезонансні високодобротні коливальні системи (об'ємні, 
діелектричні тощо) 

 
1.1. Методологія багаточастотного підходу до проблеми 

інваріантості п’єзорезонансних пристроїв і його аксіоматика 

1.1.1. Загальні властивості прецизійних коливальних систем і їх 
використання  

 
Механічні, електромеханічні й електромагнітні прецизійні 

коливальні системи, які є основними елементами великої кількості 
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радіотехнічних і вимірювальних систем, що використовуються в 
діапазонах від звукового до оптичного (камертони, віброциліндри, 
п’єзорезонансні, порожні металеві, діелектричні резонатори, 
інтерферометри тощо) і характеризуються високою фіксуючою 
здатністю і еталонністю – малістю і сталістю у часі коефіцієнтів 
чутливості резонансних частот до зворотних факторів впливу (ФВ),  є 
системами з багатьма ступенями свободи [3]. Наприклад, сапфіровий 
циліндричний резонатор може збуджуватися одночасно на частотах 
повздовжніх коливань Гц 342601 =f  і Гц 350682 =f  за добротності  

7104 ⋅=Q , можливе збудження інших видів коливань, наприклад, 

крутильних, за добротності порядку 810=Q  [4]. 

П’єзорезонансна коливальна система (ПКС) НВЧ, яка названа 
високообертонним об'ємним акустичним резонатором (HBAR), є  
акустичним аналогом оптичного інтерферометра Фабрі-Перо і має  
гребінчасту АЧХ у діапазоні 1,5 – 2,0 ГГц із кроком 5 МГц, що 
обумовлений резонансними параметрами звукопроводу за добротності  

4105⋅=Q  [5]. Багаторезонансними є також високодобротні ПКС НВЧ 

мембранного типу: об'ємні акустичні резонатори на зворотних меза-
структурах (IMBAR) і напівпровідникові акустичні резонатори  
(SBAR)  [6,7]. 

Анізотропія кристалічного п’єзоэлемента (ПЕ) призводить до 
виникнення різних видів пружних зв'язків напруг і деформацій, які 
викликають появу побічних резонансів у всіх ПРП. Зазвичай 
багаточастотність розглядається як небажана властивість ПКС, і з нею, 
як і з чутливістю до ФВ, борються індивідуальними конструктивно-
технологічними методами. Однак в умовах масового використання 
ПКС, безупинного підвищення вимог до їх метрологічних 
характеристик під час дії цілого ансамблю факторів (температури, 
вібрації, електричного і магнітного поля і т. п.) ці методи 
малоефективні у вирішенні головної проблеми – інваріантості 
п’єзорезонансних пристроїв до факторів впливу.  

З 1972 р. сформований і знайшов своє удосконалення [3,8 – 13] 
принципово новий підхід до вирішення цієї проблеми, який базується 
на представленні ПКС у вигляді динамічного об'єкта з природною 
надмірністю у частотному базисі (багаточастотністю) і поточною 
ідентифікацією домінуючих зворотно діючих на його ФВ за 
допомогою алгоритмів обробки багаточастотних сигналів (з цієї 
причини методи реалізації такого підходу  названі алгоритмічними   
[14]). Оцінки величин ФВ використовуються для цілей компенсації, 
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статування або як результат рішення самостійної задачі одночасного 
виміру m  фізичних величин у локальному об’ємі вимірювального 
поля [9].  

Матеріальною основою алгоритмічного підходу є бурхливий 
розвиток мікроелектронної і мікропроцесорної техніки, застосування 
якої в поєднанні з багаточастотним збудженням ПКС є «революційним 
напрямком» у прецизійній радіоелектроніці [14]. Ідеологічною 
основою алгоритмічного підходу є фундаментальні результати теорії 
інваріантості та її застосувань в області вимірювальної техніки і 
автоматики. 

 
1.1.2. ПРП як багатобічний перетворювач О. О. Харкевича 

 
В рамках теорії багатобічного перетворювача О. О. Харкевича  

[2], яка базується на двох основних принципах – законі збереження 
енергії і принципі взаємності, багатобічний перетворювач (ББП) 
розглядається як перетворювач одного виду енергії в інший. Система 
характеризується узагальненими силами iy , переміщеннями ix  та 

швидкостями ix& , а також узагальненими константами. Її внутрішня 

енергія 

          PПK WWWW ++=Σ ,                              (1.1.1)  

де )( jxWK & , )( jxW
П

 – кінетична і потенційна енергія, 

∫Φ= dtxW jP 2)( &  – енергія розсіювання; )( jx&Φ  – функція 

розсіювання, яка як і )( jK xW &  є квадратичною формою узагальнених 

швидкостей. Повна зовнішня сила iy  обумовлена реакціями системи     

                 
jjj

i dx

dW

xd

d

xd

dW

dt

d
y ПK +Φ+=

&&
)(                             (1.1.2)  

або  

                                j

m

j
iji xy ∑

=
=

1

ξ ,                                        (1.1.3) 

де ijijijij cprmp ++= 2ξ , dtdp /=  – константи ijijij crm ,,  

мають розмірності маси, механічного опору і пружності відповідно. 
Переходячи до m  потоків енергії, які втікають (витікають) з m  

сторін, одержимо 
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                                             ,
1

ij

m

j
iji xzy &∑

=
=                                         (1.1.4) 

де ijij pz ξ1=  – узагальнений опір. Тоді лінійна модель ББП буде 

мати вигляд 

                                               XZY &= ,                                              (1.1.5) 

де { }miiy
1

 ==Y , { }m
jjx  

1
 

=
= &&X , { }m

jiijz  
, 1

 
=

=Z  –  симетрична 

матриця перетворення, елементи якої jiij zz = , ji ≠  (реверсивність 

перетворення) – коефіцієнти перетворення, а 0/ ==
kxiiii xyz &

& , 

( mk ,1= ; ik ≠ ) – власні опори. Використовуючи аналогію «сила – 
напруга», будь - який ББП приводиться до його лінійного m2 - 
полюсного аналога. 

Для нелінійного ББП замість ijz  вводиться функція чутливості 

constx
xxjiij

k

jj
dxdyS =

==
0

/
&&

, причому в силу взаємності jiij SS = , та 

відповідним вибором початкових значень 
0jx  система може бути 

приведена до лінеаризованої форми 

                                                  XSY δδ = .                                          (1.1.6) 

Концепція ББП дозволяє трактувати ПРП як багатомірний 
об'єкт керування (БОК), у моделі якого явно фігурують контрольовані 
збурення: 

+=∆+∆+= )()()()()()( pxpWpypypypy
iiii зiiнккзi  

       )()()()()(
11,

pypxpApxpW
ikkj нк

n

k
кiз

m

ijj
ij ∆+++ ∑∑

=≠=
,             (1.1.7) 

де  { }m
jзз i

xp 1  )( ==X  – вектор заданого керування; 

    { }n
kкк k

xp  
1

 )(
=

=X – вектор контрольованого збурення; 

     )( pW , )( pA  – передатні функції каналів керування і каналів 

збурення відповідно; )( py
iнк

∆  – додатковий рух за рахунок 

неконтрольованих збурень.  
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1.1.3. Застосування активних компенсаційних методів для 
забезпечення інваріантості ББП 

 
  Відомо [15], що для абсолютної інваріантості координати iy  від 

збурення jx  

                              )()()( pxppy ji Φ= ; ni ,1= ; mj ,1=               (1.1.8) 

необхідно, щоб 
                                                  0)( ≡Φ pij .                                        (1.1.9) 

Оскільки 

              0)()...()( 11
10

≡+++=Φ −− pGCpCpCp ijij
r

ij
r

ijij r
,    (1.1.10) 

то з (1.1.9) випливає 

                                                0≡
lijC   rl ,0=∀ .                            (1.1.11) 

Представляючи llij baC
l

+=  (принцип двоканальності) і, 

поклавши ll ba −= , можна задовольнити (1.1.9) у пасивній 

диференціальній (безідентифікаційній) системі шляхом підбору 
параметрів каналів, наприклад, використовуючи дві ПКС із 
протилежними за знаком температурними коефіцієнтами частоти 
(ТКЧ). У ідеальному випадку )()( tgty ii ≡ , тобто реальний рух 

системи точно відповідає бажаному. 
На практиці, однак, завжди ε=− )()( tgty ii  , тому скрізь надалі 

ми будемо мати інваріантний до ε  ПРП. Крім того, оскільки 1>j , 

мова буде йти про його поліінваріантість. 
Слід відзначити, що поділ усіх nm+  каналів керування ББП 

(1.1.7) на керуючі і дестабілізуючі є умовним. Наприклад, інваріантість 
кварцового генератора означає виконання (1.1.9) для всіх nm+   
каналів, інваріантість же п’єзорезонансного датчика однієї фізичної 
величини вимагає виконання цієї умови для 1−+ nm  каналів. Такий 
вибір моделі дозволяє з єдиних позицій вирішувати проблему 
інваріантості усіх існуючих ПРП. 

Розглянемо приклади пасивних інваріантних до варіацій  напруг 
живлення U∆  ПРП – кварцових генераторів (КГ) [16,17] з позиції 
теорії інваріантості. У двочастотному КГ (ДКГ) із п’єзорезонатором 
(ПР) АТ-зрізу частота робочого коливання ( МГц 51 =f , п'ята 

механічна гармоніка) за варіацій напруги живлення  змінюється 
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головним чином від рівня власної потужності збудження (рис.1.1.1,а) і 
від рівня збудження додаткової моди – третьої механічної гармоніки 
(рис.1.1.1,б). Вплив анізохронізму виявляється й у ПР SC-зрізу, де 
спостерігаються відтворювані залежності робочого коливання (третьої 
механічної гармоніки, МГц 51 =f ) від рівня власного збудження 

(рис.1.1.2,а) і від рівня збудження п'ятої гармоніки моди C 
(рис.1.1.2,б). Модель даних КГ (рис.1.1.3) містить два канали ( )21, AA  

впливу збурення U∆ : 

                      UWAAUf
мас

∆+=∆∆ )()( 211 ,                  (1.1.12) 

 де 
мас

W  - передаточна функція пристрою масштабування. Умова 

інваріантості відповідно до (1.1.9) має вигляд 

 21 / AAW
мас

−= ,                                (1.1.13) 

а величини 1A  і 2A  визначаються з рис. 1.1.1, 1.1.2. Застосування 

компенсації в КГ із ПР типу BVA АТ - зрізу дозволило знизити 

режимну нестабільність з мВ/10105,1 −⋅  до мВ/12102 −⋅ . 
Пасивний метод простий, але як і конструктивно-технологічний 

для кожного конкретного випадку потребує індивідуального підходу, 
що робить його неприйнятним для захисту ПРП від дії ансамблю ФВ. 

Більш широкі можливості має активний метод боротьби з ФВ. 
Інваріантні ПРП з активною компенсацією неодмінно містять чуттєві й 

)МГц 5(10/ 6
11

−×∆ ff  

0,4 0,8 1  0 

1  

2 

3 

4 

P (5 МГц) 

     мВт 

P (5 МГц) 
100 мкВт    

2 мкВт 

)МГц 5(10/ 6
11

−×∆ ff  

-20 

-30 

-40 

-10 

0 5 15 10 

а)                  б) 
 

Рис. 1.1.1 – Зміни частоти ДКГ з ПР АТ-зрізу від рівня збудження 
основної моди (а) та додаткової (б)   

P (3 МГц) 

     мВт 
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елементи компенсації і, як показує аналіз [10,18], зазвичай, датчик ФВ 
і п’єзоелемент конструктивно роз'єднані. Наявність просторової 
роз’єднаності, різниці між тепловими, механічними та електричними 
постійними часу датчика і ББП неминуче призводить до градієнтних і 
динамічних похибок ідентифікації ФВ і, отже, до похибок 
регулювання. У відповідності до виразу одного із авторів [19] “ліки 
можуть виявитися небезпечніше ніж хвороба”. Щоб уникнути цього 

P (5 МГц) 
 
     мВт 0 5 1510

)МГц 5( 10/ 6
11

−×∆ ff  

4

8

2

6

P (8,3 МГц) 
 
     мВт 0 5 1510

)МГц 5( 10/ 6
11

−×∆ ff  

4

8

6

P (5 МГц)  
 1 мкВт    

500 мкВт 

а)     б) 
 

Рис. 1.1.2 – Зміни частоти ДКГ з ПР SC-зрізу від рівня збудження 
основної моди (а) та додаткової (б)   

 

W мас  

A 1  A 2  

∆ f1  + 

∆ x  = ∆ u 

ДКГ 

Рис. 1.1.3 – Математична модель інваріантного ДКГ 

+ 
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явища пропонується шляхом багаточастотного збудження ПКС 
суміщення в ній частотовизначаючих і вимірювальних функцій [8] з 
одночасною ідентифікацією ФВ, що випливає з моделі (1.1.7). 

 
1.1.4. Суміщення функцій ПКС шляхом їх багаточастотного 
збудження в інваріантних ПРП з поточною ідентифікацією ФВ 

 
У ряді робіт [20-24], які були опубліковані після [8], суміщення 

функцій ПКС застосовується для термокомпенсації КГ. Один з таких 

КГ (рис.1.1.4) [10] виконано на ПР АТ - зрізу 5235o ′=θ  типу BVA, 
який збуджується на основній моді ( 1f ). 

Для збудження додаткового коливання )( 2f  використана 

кварцова пластина з температурним АТ - зрізом 5035o ′=θ , яка є 
частиною конструкції  BVA - резонатора. Підбір матеріалу електродів і 
форми кварцових пластин виконаний так, щоб максимально знизити 
температурний градієнт в об’ємі ПКС. Підстроювання частоти 1f  
здійснюється зміною потужності збудження основного коливання за 
допомогою сигналу керування. 

 У відповідності до моделі термокомпенсованого КГ (рис.1.1.5) 
опишемо його роботу за допомогою рівнянь  

4 

   5 

3 10 

  6 

7 

9 8 

1 

2 

f1  

f 0  

f 2  

Вихід 

Рис. 1.1.4 – Термокомпенсований КГ зі суміщенням функцій ПКС: 
1,2 – КР для збудження основного (метрологічного з частотою f1) та 
додаткового  (температурного з частотою f2) коливань відповідно;  
3 – підсилювач з регулюванням коефіцієнта підсилення в колі збудження 
основної моди; 4 – підсилювач в колі збудження додаткової моди;  
5 – формувач різницевої частоти; 6 – подільник; 7 – лічильник;  
8 – запам’ятовуючий пристрій; 9 – цифро-аналоговий перетворювач;  
10 – коло керування коефіцієнтом підсилення підсилювача 3 
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1

2 iккнпрii WWWfTAf ∆−∆=∆ , 2,1=i ;                  (1.1.14) 

звідси 

                  
( )

21

1122111
1 1

)(

ккнпр

кккнпр

WWW

WAWAWWAT
f

+
−+∆

=∆ .             (1.1.15) 

 З (1.1.15) відповідно до (1.1.9) одержуємо умову інваріантості 

1f  від T∆ : 

      )/(
1122111 кккнпр WAWAAWW −−= .                  (1.1.16) 

За умови 0
21

→
к

W  (усунення побічного керування) приходимо до 

виразу 
                            2111

/ AAWWW ккнпр = .                            (1.1.17) 

Експериментальні дослідження даного генератора показали, що 
відносна нестабільність частоти 1f  в діапазоні температур від Co40−  

до Co85+  складає 8103,6 −⋅ , а при використанні кварцового резонатора 

(КР) SC - зрізу – 9102 −⋅  [23].  
Аналіз іншого термокомпенсованого КГ [24] з ПР SC-зрізу, 

Wпр 

A 1  A 2  

∆ f1  

+ 

+ 

∆ x  = ∆ T 

W 21к  

Uк 

W 11к  

Wкн 

∆ f 2  

_ 

_ 

Рис. 1.1.5 – Математична модель термокомпенсованого КГ: 
пр

W  і 
кн

W  – 

передатні функції перетворювача частоти в код і формувача 
напруги компенсації; 11к

W , 21к
W  – характеристики керування 

частотами 1f  і 2f  
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який збуджувався одночасно на 3-й гармоніці моди С ( МГц  5 ) і 5-й 
гармоніці температурної моди В ( МГц  465,5 ), призводить до 
математичної моделі (рис.1.1.6) і умови інваріантості у вигляді 

                                 21 / AAWWW ккнпр = .                             (1.1.18) 

Приведені приклади показують, що застосування моделі (1.1.7), 
яка випливає з концепції ББП, дозволяє синтезувати автономні 
( 0)( =p

з
X )  інваріантні до ФВ ПРП. Відзначимо, також, важливий і 
неочевидний з евристичної точки зору факт, який випливає з (1.1.13), 
(1.1.17), (1.1.18), що інваріантність даних ПРП визначається не 
значеннями коефіцієнтів передачі каналів, а їх відношенням.  

 
1.1.5. Узагальнена формалізована модель інваріантного ПРП з 

поточною ідентифікацією ВФ 
 

Крім розглянутих термокомпенсованих пристроїв відомий цілий 
ряд статуємих ПРП, для яких 

0
)(

зз
p XX =  [25] (з термо -, 

вібростатами тощо), а також керованих (слідкуючих) п’єзофільтрів   
[26 - 28], частотних [29, 30] і фазових [31] дискримінаторів, 
стабілізаторів напруги на їхній основі [32] та інших. Універсальність 
багаточастотного підходу підтверджується також його використанням 
для термостатування генераторів НВЧ на дискових діелектричних 
резонаторах [33], завдяки чому стає можливим створення вторинних 
еталонів частоти в діапазоні НВЧ на основі неохолоджуваних 
резонаторів. Тому для рішення  проблеми інваріантості ПРП в цілому 
необхідно синтезувати узагальнену структуру такого пристрою.                  

Така структура може бути розроблена на базі багатозв’язкової 
системи з комбінованим керуванням [34], два контури регулювання 
якої за збуренням і за відхиленням (розімкнутий і замкнутий) можуть  

+ 

_ 

 A1 

 A2 

∆ f1  
∆ x  = ∆ Т ДКГ 

∆ f 2  
Wпр Wкн Wк 

Синтезатор 

Рис. 1.1.6 – Математична модель термокомпенсованого КГ з 
п’єзорезонатором АТ-зрізу 
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синтезуватися незалежно друг від друга, що надзвичайно важливо для  
проблеми, яка вирішується. Враховуючи те, що питання синтезу 
замкнутого контуру добре пророблені сучасною теорією 
автоматичного керування [35] правомірно сконцентрувати увагу на 
синтезі розімкнутого контуру, вирішенні мало вивчених його основних 
задач – формуванні багаточастотного (багатомірного) інформаційного 
сигналу, ідентифікації ФВ, керуванні ПКС. У методичному плані 
також важливо, що система з комбінованим керуванням є основою для 
синтезу безпошукової адаптивної системи [35], завдяки чому  підхід, 
який пропонується, має можливість подальшого розвитку. У 
технічному  плані  перевагою  цієї  системи  є  її  «брутальність»  (за 
А. А. Андроновим), незалежність умов інваріантості від стійкості, 
відсутність необхідності  особливої перевірки умов фізичної 
реалізуємості. 

Принципова відмінність формалізованої моделі, що пропонується 
(рис. 1.1.7) [10] від традиційної [15] полягає у способі вимірювання 
вектора ФВ X . У традиційній системі блок 5 – блок датчиків Д , які 
підключаються до входу контрольованих збурень БОК (точка а). У 
системі, що пропонується вимір ФВ здійснюється ідентифікатором I  
за безпосередньо спостерігаємим вектором 

кoY  і апріорно відомими 

характеристиками перетворювача A . У силу неврахування вектора Θ  
неконтрольованих впливів реально спостерігається вектор 

нккoк
YYY ∆∆∆ += , що призводить до похибок ідентифікації ФВ. 

Запишемо умову інваріантості традиційної системи доX : 

+ 

_ 

+ 

+ _ 

_ 

1 

а 

2 

3 

4 5 6 

7 

Θ  X 

Y X 3  

∆ Yко  

∆ Yк 

∆ Yнк 

Рис. 1.1.7 – Формалізована модель інваріантного ПРП: 1 – багатомірний 
об’єкт керування; 2 – перетворювач контрольованого збурення;    
3 – перетворювач керування (номінальна передаточна характеристика 
ПРП); 4 – перетворювач неконтрольованого збурення; 5 – ідентифікатор 
ФВ; 6 – компенсатор; 7 – регулятор 
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                                           1
0

1

0Д
−−= AДWK ,                                (1.1.19) 

де 
0ДK , 0Д  –  матриці коефіцієнтів передачі компенсатора і 

ідеального датчика ФВ. Фактично завжди ДДД ∆0 += , що викликає 

еквівалентну похибку компенсатора Д∆K . Тоді 

                            1
0

1

0
)(ДД

−− ∆+=∆+ ДДAWKK .                (1.1.20) 

Оскільки [ ] 1
0

11
0

1 1
00

1
0 )()()( −−−−−− ∆+=∆+=∆+ ДДДEДДEДДД , де 

E  – одинична матриця, то за 11
0

1
0 <⋅∆≤∆ −−

ДДДД , можна 

записати ∑
∞

=
∆−+=∆+ −−−

1

1
0

11
0 )()(

k

k
ДДEДДE . Обмежуючись першим 

порядком малості по Д∆ , одержимо 

             1
0

1
0Д

−− ∆−=∆ ДДWAДK .                        (1.1.21) 

Умову інваріантості  пропонованої системи по X  запишемо у 
вигляді 

                  1
0

1

0I
−−= IWK .                                     (1.1.22) 

Діючи аналогічно, одержимо 

                                          1
0

1
0

1
I

−−− ∆−=∆ IIIWK ,                           (1.1.23)  

де I∆   характеризує похибку ідентифікації ФВ. 
Вводячи евклідові норми і відносні похибки компенсації 

0
/ IIK I

KK∆=δ , 
0

/ ДДK Д
KK∆=δ  прийдемо до 

співвідношень: 

           ДД ∆⋅= −1
0ДKδ , II ∆⋅= −1

0IKδ ,                 (1.1.24) 

З огляду на те, що фактично EI =0 , і покладаючи для 

визначеності EД =0 , враховуючи, що реально IД ∆>>∆ ,  

одержимо 
IД KK δδ >> . 

Дотепер ми розглядали інваріантний ПРП у лінійному 
наближенні. Урахування ж анізохронізму ПКС (рівень збудження 
розглядається нами як одна із сторін перетворення ББП) і 
параметричних явищ у них вимагає нелінійного підходу, який має в 
частині забезпечення інваріантості ряд істотних особливостей. 
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Зокрема, коло компенсації у нелінійній комбінованій системі повинне 
виконувати більш складні функції, чим у лінійній. Може знадобитися 
вплив на неї не тільки збурення, але ще і деяких координат. Це вимога 
однак відсутня, якщо в інваріантному ПРП (рис. 1.1.7) об'єкт 
нелінійний тільки стосовно збурення. У цьому випадку компенсатор 
(6) повинний містити таку ж нелінійність, що і пряме коло впливу 
збурення (2). Умова інваріантості полягає в симетризації впливу 
збурення X  на Y  і визначається майже так само, як у лінійних 
системах [15]. Нелінійність 

iк
y∆  може задаватися як у динамічній 

формі  

                   ...),,,...,,,( 211 nnnkk xxxxxxyy
ii

&&&&&&
∗∗ ∆=∆ , ni ,1= ,       (1.1.25) 

що характерно, наприклад, для відображення реакції ПКС на 
термоудар, так і в основній для подальшого викладу формі статичних 
функцій перетворення 

                           ),...,,( 21 nkk xxxyy
ii

∆=∆ , ni ,1= .                    (1.1.26) 

У більш загальній постановці проблеми інваріантості 
багатомірної нелінійної динамічної системи остання описується 
нормальною системою диференціальних рівнянь 

      )( 3 YX,,XY ϕ=& , 0)0( YY = ,                      (1.1.27) 

де )(⋅ϕ - нелінійна вектор-функція задаючих і збурюючих впливів, 

координат та функцій керування ),( 3 YX,XF . Задача інваріантості 

формулюється як відшукання умов інваріантності цієї функції до X . 
 
1.1.6. Аксіоматика багаточастотного підходу до інваріантості ПРП 

 
Аксіоматика багаточастотного підходу до інваріантості ПРП як 

система основних його положень з урахуванням викладеного 
формулюється в такий спосіб. 

1. Інваріантість до зворотно діючих ФВ досяжна для всіх типів 
фізично реалізованих ПРП незалежно від їхнього функціонального 
призначення, так як базується на їх найбільш загальних властивостях – 
багаторезонансності і стаціонарності характеристик чутливості до ФВ: 

{ )()(:
~ ∗×= ttp YXΑM , nℜ⊂Ω∈= YM , m

xp G ℜ⊂∈X , 

          }θXXX UU3=p  , ,
1

i

L

i
MM

=
= U )(

~
)(

~ τ−= tt AА ,       (1.1.28) 
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де pX  – розширений вектор впливів на ПРП, L  – число 

функціональних класів ПРП. 
2. В інваріантних ПРП здійснюється поточна ідентифікація ФВ 

завдяки сполученню їх основних функцій з вимірювальними шляхом 
багаточастотного збудження. У загальному випадку ПРП 
розглядається як нелінійний багатоканальний об'єкт керування з 

оператором перетворення A
~

: 

                                                ),(
~

AwA comb= ,                              (1.1.29) 

де w  – оператор перетворення задаючих впливів. 
3.  Нелінійний динамічний БОК задовольняє вимогам 

спостереження (у метрологічному змісті), керованості, стійкості, тобто 
задача 

                        AXY =∆                                       (1.1.30)  
коректна по Адамару на парі метричних просторів ( Ω,xG ). 

4. Комбіноване керування відповідає найбільш раціональній 
структурі інваріантного ПРП, є основою побудови безпошукових 
адаптивних пристроїв, які істотно розширюють можливості підходу. 
Задачі синтезу розімкнутого і замкнутого контурів комбінованої 
системи покладаються незалежними: 

                                               )( ркзк QФQ ≠ .                                 (1.1.31) 

5. Оптимізація розімкнутого контуру керування інваріантного 
ПРП полягає в підвищенні точності і вірогідності ідентифікації ФВ: 

           )(minarg
U

opt uu
u

ℜ=
∈

, { }0
0 max

U
ˆ xX GPP ∈=

∈
X

u
,             (1.1.32) 

де )(uℜ  – похибка ідентифікації, U  – множина керувань, 0
xG  – 

область ідентифікації 0X  із заданою похибкою. 

6. Резонансні частотні канали БОК можуть комплексуватися 
амплітудними, фазовими і нерезонансними (потенційними, оптичними 
й ін.). У число останніх можуть входити конструктивно-технологічні 
«канали», які характеризують у нормованій моделі похибки 
виробництва ПРП: 

k
k

H

U YY ∆=∆
=1

; T
h ),...,,( 11 21 ωωω=∆Y ;  

             ,...,),...,,( 2212
T

kAAA=∆Y  T
HBBBH ),...,,( 21=∆Y .        (1.1.33) 

7. Багатомірний цифровий або аналоговий ідентифікатор ФВ 
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представляє собою новий клас ПРП – багатопараметрових вимірювачів 
з одним чутливим елементом. Створення даного класу має самостійне 
значення у вимірювальній техніці. 
 

1.2. Головні напрямки розвитку концепції багатобічного 
перетворювача О.О. Харкевича 

 
 Теорія ББП є лінійною, тому отримана модель БОК (1.1.7) 
представлена в операторній формі, найбільш зручній для аналізу та 
синтезу лінійних стаціонарних динамічних систем. Разом з тим, в 
теорії систем автоматичного керування, що застосовується для 
забезпечення інваріантності ПРП, при розробці математичних моделей 
(ММ) неминуче звертаються до фізичних законів, які визначають 
перебіг процесів і рух систем. Ці закони, зазвичай, описуються 
диференціальними, різницевими, алгебраїчними рівняннями, які 
можуть бути представлені у просторі станів, що є найбільш 
природним. В подальшому ми будемо керуватися цими міркуваннями, 
враховуючи те, що перехід від операторної форми до простору станів в 
лінійних випадках відомий [36]. Узагальнення ж поняття передатної 
функції на нелінійні стаціонарні моделі, еквівалентні цілому ряду 
реальних ПРП, допускають лише деякі типи операторів, наприклад, 
Вольтера [37]. Врахування реальних фізичних властивостей ПРП і 
слідуючих з них особливостей чисельно-аналітичного апарату їх 
аналізу при представленні ПРП як об’єкта керування потребують 
розвитку концепції ББП в рамках сформульованої аксіоматики в 
наступних напрямках. 
 

1.2.1. Синтез математичної моделі нелінійного ядра ПРП 
 

 Проявлення в ПРП анізохронізму, провалів активності, 
параметричних, термодинамічних та інших явищ принципово 
потребують врахування нелінійності та багаточастотності БОК. Його 
детермінована ММ може бути записана у стандартній формі (простору 
станів) Боголюбова-Митропольского [38]: 

                                 
( )

( ) ( ), ,, ,

, ,, 

XaXa

Xaa

ϕϕϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ
Φ+Ω=

=
µ

µ
&

& N
                   (1.2.1) 

де { }n
iia

1
 ==a ; { }m

jj
 

1
 

=
= ϕϕϕϕϕ ; 2≥m ; 10 <<< µ  – малий параметр; 

a , X  – повільно змінні параметри; ϕϕϕϕ  – швидко змінний параметр. 
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Вважається, що праві частини (1.2.1) є функціями π2 – 
періодичними за фазами ϕϕϕϕ  і можуть бути розкладені в абсолютно і 

рівномірно збіжні кратні ряди Фур’є: 

                            ( ) ( ) ( )∑
=

=
r

k
k ikNN

0

exp,,, ϕXaXa ϕϕϕϕ .                   (1.2.2) 

Дослідження системи (1.2.1) ускладнюється для резонансу 
(раціональної співвімірності частот), що має місце, якщо існує вектор 

( )Tmkkk ,...,, 21=k  з цілочисельними компонентами і з відмінною від 

нуля нормою 0
1

>= ∑
=

m

j
jkk , для якого на інтегральній кривій 

системи комбінаційна частота 

          ( ) ( ) ( ) ( ) 0,...,,, 2211 =+++= XaXaXaXa mmk kkk ωωων .     (1.2.3) 

При цьому k - та гармоніка наряду з нульовою перестає бути 
осцилюючою, стає повільно змінним додатком і спотворює рішення 
усередненої системи.  

Відмітимо, що рівняння (1.2.1) описують сукупність 
резонансних каналів БОК, які відображують основні властивості ПРП, 
тому назвемо цю модель ядром ПРП. Рішення (1.2.1) утворює n2 -

мірну систему рівнянь відносно X  ( )t,Xaa = , ( )t,Xϕϕϕϕϕϕϕϕ =  з якої (за її 

лінійної незалежності) можуть бути оцінені n2  компонент вектора 
ВФ. Амплітуди і фази, як величини, що безпосередньо 
спостерігаються з принципово меншою точністю, ніж частоти, тому 
для ідентифікації ВФ у роботі надається перевага m  - мірному 
частотному базису. 
 Побудуємо математичну модель ядра ПРП, керуючись, як і в 
теорії ББП, законом збереження енергії. Ця модель може бути 
представлена у формі рівнянь Лагранжа другого роду [39]: 
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де iq  – компоненти n  – мірного вектора узагальнених координат 
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Q , що характеризують зміщення в ПЕ; ( )tF j  – компоненти m - 

мірного вектора резонансних сил F , які збуджують систему; ( )tFDp  – 

компоненти l - мірного вектора нерезонансних сил DF , які зумовлені 

впливом вібрацій, лінійних прискорень, електричних та магнітних сил  
тощо. Решта позначень було вказано в (1.1.1). Провівши розклад 
енергії і функції розсіювання у ряд Тейлора і підставивши ці розклади 
в (1.2.4), отримаємо [141]: 
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Застосування рівнянь Лагранжа другого роду до електричних 
кіл обґрунтовано Максвелом [1]. У цьому випадку kW  відповідає 

енергії магнітного поля; nW  – енергії омічних втрат; узагальненим 

координатам – електричні заряди кола iq ; коефіцієнтам інерції ijb  – 

коефіцієнти взаємоіндуктивності ijL ; коефіцієнтам жорсткості ijn  – 

коефіцієнти інверсної ємності ijC1 ; коефіцієнтам дисипації ijd  – 

опори омічних втрат ijr , силам збудження ijF  ЕРС – je . Електричні 

заряди, узагальнені координати, ЕРС і сили збудження, а також 
відповідні параметри електричної і механічної моделі зв’язані через 
коефіцієнт електромеханічного зв’язку 

                                
j

j

i

i
i e

F
q

q
k

м

е == .                       (1.2.6) 

В термінах ББП (на відміну від (1.1.5) – нелінійного) (1.2.5) 
запишемо у вигляді 
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            ( ) DEEQQGCQQL ++−=+ &&& , .           (1.2.7) 

де ( ) { }nii

m

j
iiji EtveE

1
1

, =
=

== ∑ E  – вектор ЕРС з рівними 

компонентами, які відповідають резонансним силам в (1.2.6); 

( ) { }niDiD
p

DipDi EteE
l

1
1

, =
=

== ∑ E  – вектор ЕРС в загальному 

випадку з різними компонентами, які відповідають нерезонансним 
силам ФВ; 

{ }n
iiv 1==v  – вектор частот, які збуджують систему; 

( ){ }n
jiij TL 1,  ==L , ( ){ }n

jiij TC  
1, 

1 
=

=C – матриці індуктивних і 

ємнісних коефіцієнтів відповідно; 

( )QQG &,  – n -мірна вектор-функція нелінійних і дисипативних 

членів, причому у відповідності до (1.2.5) 

    ( ) +++= ∑∑∑
===

n

lkj
lkji
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kj
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n

j
jii qqqrqqrqrg

jkljkj
1,,1,1 2

1
, &&&&QQ   

        ( )+++++ ∑∑
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n

kj
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n

mlkji qqqqLqqqqr
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jklm

1,

...
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1

1,,,
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            ( )+++++ ∑
=

n

lkj
lkjlkjlkji qqqqqqqqqL

jkl
1,,

...
2

1
&&&&&&                (1.2.8) 

                 ...1
3

1
1

2

1

1,,1,

+++ ∑∑
==

n

lkj
lkji

n

kj
kji qqqCqqC

jkljk
, 

де 
jklmjkljkjjkljkjkljk iiiiiiii rrrrCCLL ,,,,1,1,,  – коефіцієнти 

індуктивності, ємності і опору, які є коефіцієнтами розкладу у ряд 
Тейлора магнітної, електричної і енергії втрат відповідно. 

З (1.2.7), (1.2.8) слідує, що за урахування нелінійності БОК 
додатково до лінійних зв’язків, які мають взаємний характер і 
відповідають лінійним зв’язкам в ББП за рахунок тензорного 
характеру величин, які входять в рівняння п’єзоелектрики, з’являються 
нелінійні зв’язки, що не підпорядковуються принципу взаємності. 
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1.2.2. Синтез еквівалентної топологічної моделі нелінійного 
ядра ПРП 

 
Ця задача також виходить за рамки концепції ББП і витікає із  

схемотехнічних потреб інваріантних ПРП. Важливими відмінностями 
моделі [141] (рис. 1.2.1) від відомих є урахування порівняно з [40]  
багаточастотності, а порівняно з [41] – достатньо строгий теоретичний 
(топологічно відображує (1.2.7), (1.2.8)), а не евристичний метод її 
синтезу. Крім того вона враховує вплив ансамблю ФВ у вигляді 
еквівалентних ЕРС. Схема доповнена статичною ємністю ( )Q0C  та 

імпедансом джерел збудження ( )QZ , які мають у загальному випадку 

нелінійний характер. З урахуванням цього (1.2.7) набуває вигляду 

           ( ) ( ) ++−=+ Σ∑∑
==

qZgqCqL ii

n

j
ji

n

j
ji jj

&&&&&&&  ,,,1
11

QQQQQ  

                        ( ) ( )∑ ∑
= =

=++
m

j

l

p
Dipji nitetve

j
1 1

,1; ,                   (1.2.9) 

де  

                                         ∑
=

+=Σ

n

j
j Cqqq

1

                             (1.2.10) 

– сумарний заряд, який протікає через джерела ЕРС та імпеданс 
навантаження, рівний сумі зарядів кожної з гілок схеми і заряду 0q  

ємності 0C . Рівняння (1.2.9) описують поведінку ПРП, як поблизу 

послідовних, так і паралельних резонансів, причому поблизу 
послідовних резонансів впливом 0C  можна знехтувати ( )jqqC << , як 

це прийнято при синтезі одночастотних моделей [42]. 
 Більшість ефектів, які спостерігаються в ПКС, можуть бути 
досліджені з урахуванням лінійних анізотропних зв’язків, нелінійних 
пружних зв’язків [43], а також нелінійності коефіцієнтів дисипації. В 
рамках нашої моделі це відповідає врахуванню лінійних ємнісних, 
індуктивних і резистивних зв’язків, нелінійності ємнісних коефіцієнтів 

та омічних втрат і 0==
jkljk ii LL . З урахуванням цього приходимо до 

спрощеного виразу топологічної моделі (рис. 1.2.2). Її еквівалентні 
параметри можуть бути отримані із другого закону Кірхгофа для i - тої  
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гілки схеми за 0== DEE , ( ) 0=QZ  
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j
jiнлiiiji qqCrqqrqq
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&&& ,            (1.2.11) 

ij = , ni ,1= . Порівняємо (1.2.11) з (1.2.9) з урахуванням 

0==
jkljk ii LL . Прирівнявши члени з однаковими степенями 

Σq&  
cq&  1q&  nq&  

iq&  

0C  

1C  iC  nC  

1iC  niC  

1nC  
1r  ir  nr  

1ir  nir  

1nr  

niL  1iL  

1nL  

nL  
iL  1L  ( )Qz  

E
 

DE
 

Рис. 1.2.1 – Топологічна модель нелінійного ядра ПРП 
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похідних, отримаємо 
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Рис. 1.2.2 – Спрощена топологічна модель нелінійного ядра ПРП 
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 Важливо, що за ( ) 0=QZ  внутрішні, обумовлені процесами в 

ПР, лінійні та нелінійні зв’язки у даних схемах не зникають 
(враховуються моделлю). В традиційній же лінійній багаточастотній 
моделі, яка являє собою паралельне з’єднання динамічних гілок, 
зв’язаних через 0C , ці зв’язки втрачаються. 

 
1.2.3. Комплексування ядра ПРП додатковими каналами, 

розширення поняття сторін ББП 
 

Комплексування пропонується здійснювати додатковими 
нерезонансними каналами як фізичного, так і конструктивно 
технологічного походження. У першому випадку мається на увазі 
використання додаткових фізичних ефектів (наприклад, 
п’єзооптичного та ін.), властивих п’єзоелементу у ПКС в цілому, а 
також додаткових каналів з часовим розподілом, подібним [45]. У 
другому – регресивних моделей впливу характеристик виробничих 
процесів, урахування яких дозволяє вирішувати деякі задачі 
виробництва ПРП, наприклад, здійснювати оперативний контроль за 
варіаціями конструктивно-технологічних параметрів ПР [46]. 

 Комплексування фізичними каналами дозволяє: 
– забезпечити за обмеженої кількості частот збудження необхідну 

для розв'язання по X  розмірність сигнального базису; 
– оптимізувати матрицю перетворень ФВ за обумовленістю; 
– підвищити спектральну чистоту вихідних сигналів ПРП, 

наприклад, за рахунок використання в якості додаткових існуючих, але 
електрично незбуджуємих частот, сигнали яких формуються оптичним 
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каналом за рахунок використання фотопружного ефекту [47]; 
– знизити рівень випадкових похибок ідентифікації ВФ за рахунок 

застосування теорії лінійної та нелінійної фільтрації [48]. 
З урахуванням (1.2.1) узагальнену модель комплексованого ПРП 

представимо у вигляді: 

                  ( )µϕ ,,, tpXYY =& , n
nG ℜ⊂∈Y , m

mG ℜ⊂∈X , 

                  ( ) 00 YY = , Jt ∈ , [ ]mµµ ,0∈ ,                                     (1.2.13) 

де J  – кінцевий або нескінченний часовий проміжок, µ  – малий 

невід’ємний параметр, а область визначення n - мірної вектор-функції 

m
JJGGG mn µϕ ×××= . Тут pX  розглядається як розширений 

вектор впливів, який об’єднує субвектори завдання і збурення 
(фізичного і «конструктивно – технологічного»), що відповідає 
розширеному розумінню сторін перетворення ББП. Об’єднання в 
спільній моделі дії фізичних і технологічних факторів пропонувалося 
раніше, але для одночастотного режиму збудження ПР [49] і з 
мінімізацією ФВ конструктивно - технологічними методами. 

Системи типу (1.2.13) з явним входженням малого параметру µ  

називають сингулярно збуреними, вектор їх рішення містить «швидкі» 
та «повільні» компоненти і їх виділяють в окремий клас жорстких 
систем [50, 51]. 
  

1.2.4. Надання ПРП керованості, розробка ефективних методів 
пристроїв компенсації ФВ 

 
Становлячись об’єктом керування, ПРП неодмінно набуває 

керованість, навіть якщо остання була відсутня у традиційному його 
варіанті. Найбільш часто для керування резонансними частотами ПРП 
використовують варикапи [52], однак, при цьому діапазон керування 
вузький і їх введення в склад ПКС призводить до збільшення рівня 
фазових шумів [53]. Ці недоліки відсутні в ПР з керованою жорсткістю 
[24], причому  її величина змінюється реально за рахунок зміни 
конфігурації перетину п’єзоелемента під дією сил, які створюються 
рамкою зі струмом у постійному магнітному полі.  

З (1.2.4), (1.2.5) можна отримати у найпростішому випадку 
( 1== nm )  варіацію власної частоти ПКС від зміни жорсткості n∆ : 

                          
( ) 11

0

0

0
−∆+=−=∆

n
n

ω
ωω

ω
ω ,               (1.2.14) 
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так, для ПР коливань вигину [55], керованого електромагнітним полем 
соленоїда зі струмом I  

                                
2

22
0

2
2

28ln4 lh
R

NR
In

k

kkc






 −







=∆ δµπ
,                   (1.2.15) 

де 
мА

сВ10257,1 6
0 ⋅

⋅⋅ −=µ  – магнітна постійна; 
c

k
kc R

R=δ , kR  – 

радіус замкнутого кільця, нанесеного на поверхню з товщиною h ; cR , 

N , l  – радіус, число витків і довжина соленоїда. Застосування цієї 

конструкції у кріогенних умовах дає розрахункову величину 

68,0
0

=∆
ω

ω . Необхідно відмітити складність незалежного керування 

частотами коливань, які одночасно збуджується. 
 Динамічні характеристики способу керування жорсткістю для 
одночастотного режиму збудження фільтрової схеми при модуляції  
одним тоном 

м
Ω  ( ) ( )( )1,cos1

0
<<Ω+= cмcKK mtmCtC  вивчені в 

роботах [56,57]. Висока швидкодія керування [56] дозволяє 
компенсувати дію ВФ з верхніми частотами 

м
F  до десятків кілогерц. 

 Одним із ефективних способів прецизійного керування є 
використання анізохронних властивостей ПР. Цілеспрямована варіація 
рівня збудження не тільки основного коливання [23], але й додаткових 
розширює можливості компенсації ФВ і може класифікуватися як 
новий, багатострумовий спосіб керування ПРП.  
 

1.2.5. Оцінка метрологічної спостерігаємості ПРП 
 

Для досягнення інваріантності до ФВ ПРП повинен бути 
метрологічно спостерігаємим [35] (спостерігаємим за входами [58]). 
Лінійний ПРП (1.1.7) представимо у вигляді розширеної 
детермінованої системи 

                      ( ) ( ) ( )ttt pp AXFΩΩ +=& , ( ) ( )tt pHΩY = ,        (1.2.16) 

де 
( )
( ) ( )[ ]1

3
×+−








= Pn

t

t
p X

Ω
Ω  – розширений вектор стану; 

F  – матриця ( ) ( )[ ]PnPn +×+  зворотних зв’язків розширеної 

системи; 
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H  – матриця [ ]nn× вимірювань координат; 

A  –  матриця керувань по ФВ.  
 Критерій повної спостерігаємості за входами такого ПРП 
пов’язаний з його спостерігаємостю за станом і має вигляд [58]: 

        nrank TTTTTTTT n =− ]][[ 12 )(|...|)(|| HFHFHFHA ,   (1.2.17) 

що гарантує існування і єдність ідентифікуємого вектора ФВ X , тобто 
є необхідною умовою ідентифікованості ФВ. 

Очевидно, що критерій (1.2.17) не застосовується для 
нелінійних ПРП, крім того він не враховує похибку виміру Y  і 
збурення A . Він також не оцінює достовірність ідентифікації. Тому є 
необхідність у формулюванні умов ідентифікованості і оцінок її 
достовірності, які характеризують спостерігаємість ПРП за входом. 
 

1.2.6. Оптимізація ПРП за матрицею чутливості до ФВ 
 

Її метою є підвищення точності та достовірності ідентифікації 
ФВ у розімкненому контурі регулювання. У відповідності до аксіоми 
(1.1.54) формально це забезпечується вибором вектора керування 
коефіцієнтами чутливості до ФВ і, який забезпечує 

                            [ ]maxmin ,    1 XXXA ∈∀→cond ,                 (1.2.18) 

де [ ]−+∈ AAA ,  – інтервальна (в силу нелінійності ПРП) матриця 

чутливості. Вибір UU ∈opt  у даному підході має в першу чергу 

конструктивно-технологічний зміст, тобто передбачає варіацію A  за 
рахунок зміни кутів зрізу, товщини електрода, конструкції 
п’єзоелемента або ПКС в цілому. В особливих випадках, застосування 
в датчику тиску [59] (рис. 1.2.3) двох різнотипних мембран, одна з 
яких (9) виконує роль рухомого електрода, дозволяє суттєво 
підвищити чутливість до тиску P , мало змінюючи чутливість до 
температури. Ця ж ідея реалізована в датчику прискорення [60] 
(рис.1.2.4). Пошук оптимального керування може здійснюватися і 
режимним шляхом, наприклад, вибором потрібного повороту ТЧХ 
зміною напруги зміщення на варикапі ПКС. Обидва шляхи можна 
класифікувати як параметричну оптимізацію ПРП. Можлива також 
структурна оптимізація, за якої перебором сукупності активних мод 
ПКС формується m - частотний набір, який забезпечує мінімальне для 
даної ПКС число Acond .  
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Рис. 1.2.4 - Датчик прискорення: 1, 2 - п’єзопластина; 3 – основа; 
4 –рухома маса; 5 – електроди; 6 - загальний рухомий електрод; 
7 - важіль  

1 3 6 7 5 4 

2 5 
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G 

F 

1 2 3 4 5 6 
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8 9 10 

P 

P 

Рис. 1.2.3 - Датчик тиску: 1 - циліндрична мембрана; 2 - п’єзоелемент; 
3 - електрод; 4 - торцева кришка; 5 - торцеве кільце; 6 – вакуумований  
об’єм; 7 - електричний гермовивід; 8 - жорсткий стакан; 9 - плоска 
мембрана; 10 - обід 
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Оскільки в процесі ідентифікації ФВ відбувається перенесення 

випадкових помилок вимірювання Y
~∆  і випадкових збурень 

оператора A , то виникає необхідність у виборі алгоритмів 
ідентифікації з хорошими фільтруючими властивостями, або в 
фільтрації уже сформованого вектора оцінок X . Перша задача більш 
характерна для цифрового методу ідентифікації ФВ, наприклад, по 
МНК мікропроцесорним пристроєм, друга – для ідентифікації ФВ 
аналоговими методами, наприклад, за допомогою двопетльових систем 
ФАПЧ. Якщо перша задача добре вивчена, то друга – синтез 
оптимального фільтра, є самостійною задачею в теорії інваріантності 
ПРП. 
 Таким чином, в межах запропонованого підходу концепція ББП 
О.О. Харкевича отримує істотний розвиток як в теоретичному, так і в 
прикладному плані. 
 

1.3. Математичне моделювання нелінійної багаточастотної ПКС 
як динамічного об’єкту керування 

1.3.1. Приведення моделі до стандартної форми 
 

Досліджуючи поведінку багаточастотної ПКС (БПКС) поблизу 
,iω  приведемо рівняння моделі до стандартної форми (1.2.1). Для 

цього запишемо (1.2.9) в нормальних координатах лінійної системи 
[141] 

( ) ( ) ( ) ( ) ++−=+ ΣΣΣΣ
− qqqqzgyTCyTL iiiqiiqi &&&&&&& ,,,1 yy  

       ( ) ( )∑∑
==

++
l

p
Dp

m

j
jj tete

11

ν ; ni ,1= ,        (1.3.1) 

де { }niiy
1==y  – вектор нормальних координат лінійної 

консервативної системи, яка витікає з (1.2.7) за ( ) 0, =QQG & , 

0== pEE . 

Зв’язок між складовими векторів y  і Q  визначається 

співвідношеннями 

∑
=

=
n

m
mimi yq

1

ϕ ; ni ,1= ,                             (1.3.2) 
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∑ ∑
= =

=Σ

n

i

n

m
mimyq

1 1

ϕ ,                               (1.3.3) 

де imϕ  – функція розкладання, яка задовольняє умові 

ортогональності і є нетривіальним рішенням системи лінійних рівнянь 

   ( ) ( ) ( )[ ]∑
=

=+− −
n

i
imijmij TCTTL

1

12 0 ϕω ; nmj ,1, = ,         (1.3.4) 

причому 11 =mϕ  для nm ,1= . 

За відсутності лінійних зв’язків між модами коливань, 
узагальнені координати iq  є нормальними координатами системи і  

      1=imϕ  за mi = , 0=imϕ  за mi ≠ .                 (1.3.5) 

Складові вектора власних частот лінійної системи 

( ) ( ){ }TT
i

n

i
ω 

 

 1=
=Ω  визначаються з рівняння 

   ( ) ( ) ( ) 0det ][ 12 =+− − TCTTL ijij ω ; nji ,1, = ,                (1.3.6) 

де                        ( ) ( ) ( )TCTL
T

iqiq
i  

12 =ω ;                                 (1.3.7) 

    ( ) ( )∑
=

=
n

lk
likiklq TLTL

i
1,

ϕϕ ;                                (1.3.8) 

     ( ) ( )∑
=

−− =
n

lk
likiklq TCTC

i
1,

11 ϕϕ .                              (1.3.9) 

Приймаючи до уваги невелику кількість нелінійних і 
дисипативних коефіцієнтів, що відповідає умові 

   
( )

( ) ( ) 1
, <<

iiq

i

yTTL

g

i
ω

yy &
; ni ,1= ,                         (1.3.10) 

введемо малий параметр автономної нелінійної системи 

                               
1

12

1 q

q
q L

C
R=µ , ∑=

n

pj
jpjq rR

,
11

ϕ .                       (1.3.11) 
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Найбільший інтерес з точки зору практичних застосувань має 
випадок, коли частота однієї або декількох ЕРС, які збуджують БПКС, 
співпадає або близька до відповідних частот її власних коливань, а 
частоти ФВ далекі від резонансу. В цьому випадку достатньо 
розглянути випадок малих збуджуючих ЕРС, тобто 

   

( )
( ) ( ) 11 <<
∑
=

iiq

m

j
jj

yTTL

te

i
ω

ν

;   ni ,1= .                       (1.3.12) 

Враховуючи введені позначення, запишемо (1.3.1) у вигляді 
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1 ; ni ,1= ,                         (1.3.13) 
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1111,,
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pjp
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lkj
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1 qqqqi CRLL
ii

=α .                    (1.3.15) 

Тепер, вважаючи зміни температури квазістатичними, до 
системи (1.3.13) застосуємо перетворення Ван-дер-Поля [61]: 

;cos iii by θ= ;sin iiii by θω−=& ni ,1= .               (1.3.16) 

З (1.3.2) і (1.3.16) витікає, що заряди в кожному з послідовних 
коливальних контурів схеми здійснюють коливання, які є сумою n 
коливань, близьких до одночастотних. Заряди коливань цих частот 
додаються в спільному колі схеми, яке має імпеданс навантаження і 
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джерело ЕРС, і саме ці сумарні коливання спостерігаються і 
представляють практичний інтерес.  

Підставляючи (1.3.2) і (1.3.16) в (1.3.3) та змінюючи позначення 
індексів сумування, одержимо 
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 coscos θθϕ ,           (1.3.17) 

де ∑
=

=
n

p
ipii ba

1

ϕ  – амплітуда коливань з частотою фазової змінної 

iθ  у спільному колі схеми. Тоді 

i

i
i

a
b

β
= ; ∑

=
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n

p
pii

1

ϕβ .                          (1.3.18) 

Потім, підставляючи значення ,ib  яке виражене через ,ia  з 

урахуванням (1.3.13), одержимо рівняння моделі в шуканій формі 
систем рівнянь з повільно змінними амплітудою та з фазою, яка 
швидко обертається: 
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Температурну залежність власних частот автономної 
коливальної системи ( )Tiω  запишемо у вигляді, який враховує 

статичні і температурно-динамічні ефекти КР [11] 
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Td ii τ ,       (1.3.22) 

де i0ω  – власна частота і-тої моди коливань, яка відповідає 

температурі ;0T iii dba 000 ,,  – коефіцієнти ТЧХ першого, другого і 

третього порядків; iτ  – теплова постійна часу ПЕ. 

Температурна залежність динамічних індуктивностей і 
ємностей резонатора представимо як 

     ( ) ( ) ( ) ][ 2
02010

1 TTTTLTL
iLiLii qq −+−+= αα ;       (1.3.23) 

     ( ) ( ) ( ) ][ 2
02010

1 TTTTCTC
iCiCii qq −+−+= αα ,      (1.3.24) 

де 
ii qq CL

00
,  – значення динамічних індуктивностей і ємностей за 

0TT =  відповідно; 

iCiCiLiL 2121
,,, αααα  – температурні коефіцієнти індуктивностей і 

ємностей першого і другого порядку. 
В літературі відсутні дані досліджень температурно-динамічних 

залежностей індуктивності і ємності КР. Однак, так як значення ( )Tiω  

однозначно визначається цими параметрами, можна передбачити, що 
температурно-динамічна залежність 

ii qq CL ,  може бути врахована 

аналогічно виразу (1.3.22) введенням члена 
dt

dT
iτ  у       
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співвідношення (1.3.23), (1.3.24). 
Строго кажучи, внаслідок різної просторової локалізації мод 

коливань температура ,T  яка відповідає їм, також різна. Нехтуючи 
цим градієнтом температури, в першому наближені даним ефектом 
можна також знехтувати. Вплив рівня збудження, який змінюється, на 
частоту ПР внаслідок внутрішнього розігріву ПЕ потужністю 
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       (1.3.25) 

враховується введенням еквівалентної схеми теплопередачі 
елементами конструкції ПР [62]. 
 

1.3.2. Нелінійна БПКС як базовий елемент інваріантних ПРП 
 

Розглянемо узагальнений п’єзорезонансний пристрій (рис.1.3.1), 
який виконує одну із наступних функцій: селекції, генерування 
коливань, частотного дискримінування або датчика фізичних величин і 
характеризується в загальному випадку операторним зв’язком векторів 

вхідних 3X  і вихідних величин ,Y  в якому для забезпечення 

інваріантності до ФВ або одночасного виміру декількох фізичних 
величин використовується багаточастотне збудження ПР. 

По відношенню до БПКС активна частина ПРП виступає в 

якості джерела збуджуючих багаточастотних ЕРС ( )∑
=

n

i
ii te

1

ν , які 

мають внутрішні імпеданси ( )Q
iв

z ; ni ,1=  і відповідними частотам 

збудження імпедансами навантаження ( )Q
iн

z , .,1 ni =  

Позначаючи ( ) ( ) ( )QQQ
ii нвi zzz += , приходимо до рівнянь 

моделі (1.3.19), (1.3.20), у яких значення ( )teDp  пропорційні 

компонентам вектора ФВ. 
Цікавлячись змінами амплітуд на виході ПР, різницями фаз на 

вході   і  виході   резонатора  або  змінами   його   резонансних   частот, 
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вирішуючи рівняння отримаємо, відповідно, амплітудний і фазовий 
(спектральний), або частотний базис для ідентифікації ФВ. 

Розглянемо застосування моделі ядра ПРП на прикладі 
отримання спектрального базису за одночасної дії змін температури, 
рівнів збудження та розладнання частот збуджуючих ЕРС за довільної 
кількості збуджуємих коливань. Така задача найбільш характерна для 
селектуючих ПРП. Нехай, імпеданси джерел і навантажень мають 
чисто активний характер, а збуджуючі ЕРС мають гармонічний 

характер ( ) tEte iiii νν sin= ; ni ,1=  і їх частоти близькі до 

резонансних частот відповідних мод коливань ПР, тобто виконуються 
співвідношення 

     ( ) nihhRRRz
i

i
iiiнвii ii

,;1;; 1=<<+=+== ωωνQ ,     (1.3.26) 

де ih  – абсолютне розладнання між і-тою резонансною частотою 

КР і частотою і-тої збуджуючої ЕРС, а частоти iω , ni ,1=  

раціонально незпівмірні. 
У відповідності до методики [61], введемо нові змінні 

         niMtM iiiii ,;; 1=Φ−== θν ,                   (1.3.27) 

де iΦ  – різниці фаз коливань на вході і виході ПР. 

Підставляючи співвідношення (1.3.26), (1.3.27) в (1.3.19), 
(1.3.20), а також враховуючи, що амплітуда напруги і-тої частоти на 
виході ПР iu  зв’язана з амплітудою заряду ia  як 

X 3  
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Рис. 1.3.1 – Схема узагальненого ПРП 
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iнiii Rau ω= ,                                        (1.3.28) 

отримаємо систему рівнянь: 
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                ( )iiM Φ−×cos ; ni ,1= ,                       (1.3.30) 

де значення ( )MΦu ,,ig  знайдені з (1.3.21), (1.3.27). 
Рівняння (1.3.29) допускають побудову асимптотичних 

наближень за степенями малого параметра .µ  Для отримання рівнянь 
першого наближення достатньо усереднити їх за всіма швидкими 

змінними niM i ,, 1=  на інтервалі .2π  Виконуючи усереднення, 
отримаємо рівняння для напруг і різниць фаз на виводах активної 
частини ПРП за довільної кількості збуджуємих мод коливань 
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де ( ) ( )∑
=

ϕ=
n

j
jiijqi TrTR

1

 – динамічний опір і-тої моди ПР, 
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виражений в нормальних координатах і доступний безпосередньому 
експериментальному спостереженню; 

( )Tiiλ  і ( )Timλ  – коефіцієнти частотних багатострумових 

характеристик;  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∑
=

−
=

n

lkj
likijiijklqiirii TTTrTRTTT

i
1,,

1 224 ϕϕϕβωλ ;  (1.3.33) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )∑
=

−
=

n

lkj
likmjmijklqmmirim TTTrTRTTTT

i
1,,

1 24 ϕϕϕβωωλ   

– власні ( )Triiλ  та взаємні ( )Trimλ  коефіцієнти багатострумових 

характеристик динамічного опору ПР. 
Співвідношення (1.3.31), (1.3.32) зв’язують компоненти вектора 

збуджуючих ЕРС { } ,
1

n
ii == εE  вектора розладнань і значення T  з 

компонентами амплітудного U  і фазового Φ  векторів системи, які 
утворюють у даному випадку спектральний базис для знаходження 
ФВ: температури, варіацій рівнів збудження і розладнань частот 
збуджуючих ЕРС. 

Форма запису отриманих в просторі станів рівнянь руху 
нелінійної БПКС – об’єкта керування інваріантного ПРП за довільної 
кількості збуджуємих мод коливань, які зв’язують компоненти 
векторів спектрального базису системи з компонентами векторів 
збурень, багатострумових керувань і дестабілізуючої дії температури, 
дозволяє застосувати до аналізу і синтезу ПРП потужний апарат теорії 
систем автоматичного керування, попередньо доповнивши систему 
рівняннями стану активної частини пристрою. Розширення вектора ФВ 
досягається включенням до (1.3.29), (1.3.30) ЕРС, пропорційних 
силовим, вібраційним діям тощо. 

  
1.4. Оцінка спостерігаємості ПРП за ФВ: необхідна та достатня 

умови, достовірність ідентифікації 

1.4.1. Необхідна умова ідентифікації 
 

В метрологічному плані ідентифікація ФВ є задачею непрямих 
вимірів [63], а в математичному формулюється так. Маємо шукані X  
та прямо спостерігаємі ∆Y  параметри – елементи метричних множин 

xG∈X , Ω∈∆Y . Заданий оператор A: Ω→xG , область визначення 
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якого DA xG⊆ . Задача ідентифікації X  коректна за Адамаром 

(аксіома 3), тобто існує однозначне і неперервне відображення A
-1
, 

область знаходження якого DA
-1 Ω= , що забезпечується 

згладжуванням результатів прямих вимірів iy∆  або відповідним 

завданням класу апроксимуючих функцій ( ).ˆ Xiy∆  Вважається, що 

хоча б на протязі часу прямого вимірювання ∆Y  вектор const=X . 

В загальному випадку оператор A нелінійний або навіть має 

аналітично незамкнений вигляд (заданий у вигляді таблиць), а прямі 
виміри супроводжуються шумами. В даному випадку найбільш 

доцільно визначення оцінок X̂  методом найменших квадратів [58]. 
Тоді в якості необхідної умови ідентифікації ФВ приймається як і в 
[58] вимога присутності глобального мінімуму нев’язки 

    ( ) ( )[ ] ( )[ ] істXXXY∆∆YΓXY∆∆YX
X

==−−=Φ − :minˆˆ 1T 
,     (1.4.1) 

де ( )XY∆ ˆ  – апроксимуюча вектор-функція; 

21 ΓΓΓ +=  – симетрична позитивно визначена вагова матриця 

помилок ( 21, ΓΓ  – матриці помилок моделі і вимірювання ∆Y ); 

істX  – істинне значення шуканого вектора. 

Якщо є можливість знехтувати шумами прямих вимірів, то 
необхідну умову можна представити, виходячи з [35], у вигляді 

    ( ) ( )nGnrank x =∈∀=







∂

∂ XXX
XY∆ dim  ,  

ˆ
,           (1.4.2) 

де [ ] A=⋅    – якобіан системи за входами збурення (матриця 

чутливості). 
 

1.4.2. Достатня умова ідентифікації 
 

 Достатню умову пропонується трактувати, як можливість 
досягнення потрібної точності ідентифікації ФВ, тобто сприйняття 
конкретного технічного рішення з метрологічної точки зору [46]. 

Проведемо лінеаризацію задачу ідентифікації ФВ у локальній 

області і врахуємо похибку  прямого виміру { }niiy
1

~~
=∆=Y∆ , збурення 
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матриці чутливості { }n
jiija  

, 1
 ∆

=
∆=A  і похибку введення її у модель 

ПРП. Довірчі границі сукупностей невиключених систематичних і 
випадкових похибок представимо у вигляді 

,,~,
iiij xxiyyiaaij kxkyka σσσ =∆=∆=∆ ∆               (1.4.3) 

де xya kkk ,,  – коефіцієнти, які залежать від співвідношення 

систематичних і випадкових складових похибок. Задача ідентифікації 
приймає вигляд 

        ( )X∆AAY∆∆Y +=+ ~
.                           (1.4.4) 

В силу її коректності 11 <⋅−
∆AA , нехтуючи членами 

другого порядку малості, з (1.4.4) одержимо 

∆Y∆AAAY∆A∆XXX іст
111 ~ −−− −==− .            (1.4.5) 

Введемо відносні збурення 

  
X

∆X

∆Y

Y∆

A

∆A
=== XYA δδδ ,

~

,                   (1.4.6) 

і з (1.4.5) одержуємо достатню умову ідентифікуємості, переходячи від 
локальної області близької до 0X  до дискретного аналізу усієї області 

xG : 

 
[ ]

( ) допyA
A

x cond

cond δδδ
δ

δ ≤+
−

≤
+−∈ A

A
AAA 1

  max
,

max ,        (1.4.7) 

де 1 −⋅=
∆

AAAcond  – число обумовленості матриці A ; 

допδ  – допустима похибка ідентифікації X ; 

+− AA ,  – кінцеві матриці інтервальної матриці A . 

Приклад. Розглянемо апріорний аналіз реалізуємості 
двопараметрового п’єзорезонансного датчика тиску 1x  і температури 

2x  на ПР АТ-зрізу [46]. Функцію ( )X∆Y  (статичну функцію 

перетворення) представимо поліномами: 

         
( ) ( )

,,,...

2

1~~

22,1

1 11
0

==++

+++== ∑∑∑
= ==

niR

xxaxaffy

m

n
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n

q
qpi

n

j
jijiii pq

XX
      ( 1.4.8) 
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де ( ) ( )
ii ннii ffff ,

~
XX =  – номінальні частоти ПКС у реперній 

точці ( )RX  в момент атестації ( )0tt = ; 

iii н
fff 00

~ =  – нормовані початкові частоти за ( )RXX =  в 

момент ідентифікації ( )ktt = ; ( ) ( )( ) ( )RRT
jjjj xxxx −=  – поточні 

нормовані значення ФВ; ( )
iнijij xffxa

i

R ∂∂=  – безрозмірні 

коефіцієнти чутливості першого порядку; ( ) ( )
qpнiqpi xxffxxa

i

RR

pq
∂∂∂= 2  – 

спряжені коефіцієнти чутливості; mR  – залишковий член. 

Для лінзового ПР, який збуджується одночасно на третій 
механічній гармоніці Гц4000162

1
=

н
f  і ангармоніці 

Гц 4118072
2

=
н

f  поліноми (1.4.8) мають третій ступень за 

2
см

кгс 60 ≤≤ P , ( )
21

см

кгс3=Rx , C100C40 oo ≤≤− T , ( ) Co302 =Rx , 

похибка моделі ,5104 −⋅≤Aδ  мінімальний і максимальний модулі 

коефіцієнтів склали 5
1121

7
211111 1073,91023,6 , −− ⋅⋅ =≈=≈ aaaa  

відповідно. Необхідна умова (1.4.2) виконується, так як 2=Arank  за 

умови 2dim =X  на всій області варіації .xG∈X  Застосовуючи 

достатню умову ідентифікуємості бачимо (рис.1.4.1), що необхідна 

похибка вимірювання, наприклад 3105 −⋅=Xδ  (горизонтальна 

площина на рівні допδ ) за похибки вторинної обробки частотних 

сигналів 8105 −⋅=Yδ  не може бути забезпечена на всьому інтервалі 

зміни тиску і температури. Отже, необхідно використовувати іншу 
пару резонансних частот, зменшити Aδ  і Yδ  або взагалі використати 

іншу ПКС, наприклад ПР LC - зрізу. 

1.5. Оптимізація ПРП за метрологічною спостерігаємостю: 
формулювання задачі оптимізації і вибір методів її вирішення 

 
Величина спектрального числа обумовленості A cond , як 

видно з (1.4.7), значною мірою визначає точність ідентифікації ФВ, а в 
методі  найменших   квадратів   прямо  інтерпретується  як  коефіцієнт  
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збільшення помилки [64]. У цьому зв'язку поставимо задачу 
відшукання 

( )( ):,  min Rcondm XρA
ρ P∈

=ϕ ( )
xGR ∈X , rℜ⊂P , m

xG ℜ⊂ ,    (1.5.1) 

де A  - довільна дійсна матриця чутливості, елементи якої  

),..., ,,...( )()(
11

RR
mrij xxa ρρ  представлені у вигляді функцій вектора 

конструктивно-технологічних параметрів ρ  і реперного вектора ФВ 
)(RX  (центру розкладання багатомірної градуювальної характеристики 

ПР). Області визначення P  і xG  задані обмеженнями 

                   maxmin kkk ρρρ ≤≤ , rk ,1= ,                       (1.5.2) 

                                   max
)(

min i
R

ii xxx ≤≤ , mi ,1= .                       (1.5.3) 

При цьому constrank R =),( )(XρA , а вектори ρ  і )(RX  є 

змінними проектування. 

В процесі побудови моделюючих функцій ),( )(R
ija Xρ  

 

0 
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Рис. 1.4.1 – Область допустимих значень тиску і температури 
двопараметрового п’єзорезонансного датчика 
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неминуче виникає питання про значимість кожного з kρ . З точки зору 

організації чисельної оптимізації доцільно розділяти компоненти ρ  на 

дві групи: локально значимих (переважно значимих для одного виду 
чутливості, стовпця A  - матриці) lρ , які визначають значення ila , і 

глобально значимих, які впливають на величини  ija  у всіх стовпцях. 

Дана задача є задачею нелінійного програмування і її доцільно 
вирішувати у два етапи: за деяких «середніх» значень серρ  і варіації  

)(RX  проаналізувати рельєф ),( )(R
серcond XρA  та задати області 

xG , а потім шукати optρ . 

У цьому зв'язку можлива мінімаксна постановка задачі 

( )
( )( ):,   max  min R

xGR
condmm XρA

Xρ ∈∈
=
P

ϕ  rℜ⊂P , m
xG ℜ⊂ .   (1.5.4) 

Сформульована задача принципово відрізняється від 
традиційних, де оптимізується, наприклад, кут закріплення 
п’єзоэлемента щодо кристалографічних осей для мінімізації силової 
чутливості [65] або мінімізації її температурного коефіцієнта [66], а 
також теплової інерції і старіння термочутливого ПР [67]: 

( ){ } ( ) ( ) ( )

( ) ( ){ },    0  ,0 

,   ,    min

jgh

QFF

ij

T

∀≥==

=∈=

ρρ

ρρρρρ
ρ

ρ

τϕ

P

P

                (1.5.5) 

      де )( ),( ⋅⋅ Qτ  – алгебраїчні функції параметрів проектування: тиску 

інертного газу в балоні, діаметра п’єзоелемента, номера гармоніки, що 
збуджується й ін. 

Задача оптимізації ПРП за метрологічною спостерігаємостю 
(1.5.4) може розглядатися як параметрична, так і структурна. У 

першому випадку функції ),( )(R
ija Xρ  зберігаються незмінними, в 

іншому – потерпають змін: варіюється їх структура, наприклад 
степінь, якщо використовувалась поліноміальна апроксимація. 

Рішення задачі (1.5.1) здійснюється методом проектування 

напрямку пошуку. У цьому методі для кожної точки k
ρ  на черговому 

k - тому кроці оптимізації обчислюється градієнт k)(ρϕ∇  функції 

)( )( ρAρ cond=ϕ . Потім визначається напрямок пошуку kg . У 
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цьому векторі координати, які відповідають активним обмеженням 

приймаються рівними нулю. У результаті отримується вектор k
ag . 

Обмеження називається активним, якщо на ньому досягається 
граничне значення, обумовлене нерівностями (1.5.2, 1.5.3 ). 

За знайденим напрямком k
ag  формується крок 

k
a

kkk gρρ α+=+1 , де кроковий множник kα  вибирається з умови 

повної релаксації, але щоб 1+k
ρ  належало області P. 

Для визначення kα  використовується одномірна мінімізація, 
яка здійснюється методом золотого перетину [68]. Задача оптимізації 
обумовленості матриці чутливості є, у загальному випадку, 
багатоекстремальною. Для забезпечення глобальної збіжності 
пропонується скористатися методом сіток у сполученні з описаною 
процедурою  локального пошуку методом проектування на допустиму 
область. 

Визначення обумовленості прямокутної, можливо виродженої 
матриці, порівняно просто і точно може бути здійснено за  допомогою 
сингулярного розкладання [64], відповідно до якого довільна [ ]nm×  - 

матриця A  може бути представлена у вигляді 

                                                   TUSVA = ,                                       (1.5.6) 

де U  і V  – ортогональні матриці [ ]nm×  і [ ]nn× , а 

( )),min(  ;,1  ),( nmllisdiag i === AS , причому 0)()( 1 >> + AA ii ss  

і, якщо rrank =A  , то r  її елементів (сингулярних чисел) відмінні 
від нуля. 

Звідси 

                              )(/)( 1
1 AAAAA rsscond =⋅= −

∆
.                  (1.5.7) 

Сингулярне розкладання довільної [ ]nm×  матриці A  за умови 

nm >>  (у випадку nm<  матрицю A  можна доповнити необхідною 
кількістю нульових рядків) проводиться у два етапи [64]. 

На першому етапі матриця A  приводиться за допомогою 
ортогональних перетворень Хаусхолдера до верхньої дводіагональної 
матриці 

                           AHQHHQAQ
O

B T
2 ))...)(...(( ≡=








nn ,              (1.5.8) 
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де                       
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B .                        (1.5.9) 

Матриці iQ  будуються так, щоб анулювати елементи mi ,...,1+  

у  i  - тому стовпці, а матриці iH  – так, щоб анулювати елементи 

ni ,...,1+  в  i - тому рядку. Для такого представлення вихідної матриці 
потрібно не більш ніж 12 −n  перетворень Хаусхолдера. 

Другий етап обчислення сингулярного розкладання матриці 
складається у застосуванні до матриці B  спеціальним чином 
адаптованого QR - алгоритму для одержання сингулярного 

розкладання 

                                                      Tˆˆ VSUB = ,                                   (1.5.10) 

де Û  і V̂  – ортогональні матриці, а S  – діагональна. З (1.5.8) і 
(1.5.10) одержуємо сингулярне розкладання для матриці 

.)ˆ()ˆ( TT V
O

S
VH

O

S
UQA 








≡








=                      (1.5.11) 

Сингулярне розкладання (1.5.10) матриці B  є ітераційним 

процесом: BB =1 , kkkk VBUB T
1 =+ , ...,2,1=k  де kU  і kV  – 

ортогональні матриці, а kB  – верхня дводіагональна матриця для усіх 

k . Матриці kU  і kV  вибираються таким чином, що існує і 

діагональна матриця k
k

BS
∞→

= limˆ , причому kk UU
~→ , kk VV

~→ . 

Діагональні елементи матриці S  у загальному випадку не є 
невід’ємними або незростаючими, що дозволяє ввести діагональну 
матрицю D , на діагоналі якої розміщуються додатні та від’ємні 

одиниці, обрані так, щоб у матриці DSS
~ˆ =  діагональні елементи були 

невід’ємними. Далі виберемо матрицю перестановок P  так, щоб 

діагональні елементи матриці PSPS ˆT=  не зростали. Тоді 

       TTT ˆˆ)
~

)(ˆ)(
~

( VSUDPVPSPPUB ≡=                  (1.5.12) 

являє собою сингулярне розкладання матриці B  і діагональні 
елементи матриці S  невід’ємні й упорядковані. 
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 Приклад. Розглянемо параметричну оптимізацію A - матриці 
ПР АТ-зрізу, який збуджується одночасно на основній (першій), третій 
і п’ятій механічній гармоніці. 

Для оптимізації A  - матриці використаємо програмне 
забезпечення, яке складається з двох основних модулів:  модуля 
визначення )(ρA  за завданим вектором параметрів ρ , значення 

)( )( ρAρ cond=ϕ , градієнта ,/)( ρρ ddϕϕ =∇  який обчислюється як 

[ ] ξξρξρ 2/)()( −−+=∇ ϕϕϕ , 001,0=ξ , і модуля визначення 

безумовного локального мінімуму функції методом Флетчера – Рівса.  
Для обчислення )(/)()(),( 1 AAρρ rssA =ϕ  у першому модулі 

передбачено сингулярного розкладання матриці )(ρA . Другий модуль 

реалізує ітераційний алгоритм k
a

kkk gρρ α+=+1  , де k  – номер 

ітерації; 1−+−∇= kkkk
a gg βϕ  – вектор напрямку спуску на k - тій 

ітерації; )( kk
ρϕϕ ∇≡∇ ; kα – скаляр, який обчислюється відповідно 

до алгоритму одномірного пошуку. 
 Вихідна A  – матриця ПР АТ - зрізу характеризується 
коефіцієнтами 321  , , iii aaa  – чутливості до температури, сили і змін 
величини зазору між поверхнею п’єзоэлемента і рухомим електродом 
відповідно та 4,19 =Acond (табл. 1.5.1). 

Варіації A  - матриці (табл.1.5.2) здійснюються зміною 
коефіцієнтів чутливості )( 3ia  однієї з мод, а також впливом на одну зі 

сторін перетворення )( 3ia  конструктивними методами, наприклад, 
зміною конфігурації рухомого електрода. У результаті оптимізації 
(табл.1.5.3) досягнута величина  9,13opt =Acond . Представлення про 

характер  екстремуму  дають  рис.1.5.1, 1.5.2.  На  останньому  рисунку  
 

Таблиця 1.5.1 – Значення початкової А-матриці ПР АТ-зрізу 

Початкова A -матриця, 610×ija , 3,1, =ji  

10011 =a  55,1812 =a  100313 =a  

9421 =a  8,3122 −=a  33423 =a  

10031 =a  2032 =a  20033 =a  

4,19=Acond  
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Рис. 1.5.1 – Зміни значень cond A за варіації величини a23,   
a13=a13opt ;  a33=a33opt 
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Рис. 1.5.2 – Лінії рівня cond A в площині a23, a33 , a13=a13opt  
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Таблиця 1.5.2 – Варіації А-матриці ПР АТ-зрізу 

Варіація Aδ , 610×ijaδ , 3,1, =ji   

011 =aδ  012 =aδ  30013 ±=aδ  

021 =aδ  022 =aδ  20023 ±=aδ  

0331 =aδ  2532 ±=aδ  8033 ±=aδ  

 
Таблиця 1.5.3 – Оптимальні значення А-матриці ПР АТ-зрізу 

Оптимальна A -матриця, 610×
optija , 3,1, =ji  

10011 =a  55,1812 =a  2,70313 =a  

9421 =a  8,3122 −=a  3,19123 =a  

9,8731 =a  4532 =a  64,17033 =a  

9,13=Acond  

 
приведені лінії рівня A cond  у площині 23a ,   33a  для 

6
13 102,037opt

−⋅=a . 

Як видно з табл.1.5.1, 1.5.2, 1.5.3 початкова A  - матриця досить 
добре обумовлена, але, і за таких умов, забезпечується її суттєве 
покращення шляхом використання процедури оптимізації. 
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 

В даній главі розглянуто новий алгоритмічний підхід до 
проблеми інваріантості ПРП до факторів впливу, який використовує 
суміщення їх основних функцій з поточною ідентифікацією ФВ і 
орієнтований на різноманіття функціональних задач і на умови 
масового виробництва цих пристроїв. Ідейною основою підходу є 
концепція багатобічного перетворювача О. О. Харкевича і принцип 
багатоканальності Б. М. Петрова. Матеріальну основу складають 
спільність найважливіших властивостей усіх ПКС 
(багаторезонансність і стаціонарність характеристик чутливості до 
ФВ). 

Сформульовано аксіоматику багаточастотного підходу до 
інваріантості ПРП. 

Вирішено комплекс основних задач теорії інваріантних ПРП, які 
складають зміст розвитку концепції ББП і мають самостійне значення 
у теоретичному і прикладному плані для інших прецизійних 
радіотехнічних пристроїв: 

– виходячи з класичної теорії Лагранжа - Максвела, синтезована 
нелінійна математична модель ядра ПРП, який збуджується одночасно 
на n  частотах і підданого впливу ансамблю ФВ (температура, 
вібрація, прискорення, варіація рівня збудження тощо);  

– на її основі побудована топологічна модель нелінійної ПКС із 
зосередженими параметрами у зручному для схемотехніки вигляді 
нелінійного двополюсника, сформульована методика визначення 
еквівалентних параметрів; 

– ядро ПРП представлено системою рівнянь у просторі станів як 
нелінійний багатомірний динамічний об'єкт – елемент узагальненої 
схеми інваріантного ПРП ;  

– на базі відомих алгоритмів створене спеціалізоване програмне 
забезпечення чисельного аналізу «жорстких» систем, до числа яких 
відноситься більшість ПРП; 

– запропоновано комплектування резонансних частотних каналів 
ядра ПРП амплітудними, фазовими і нерезонансними (потенційними, 
оптичними й ін.). 
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ГЛАВА 2 
 

БАГАТОЧАСТОТНІ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНІ КОЛИВАЛЬНІ 
 СИСТЕМИ І ЇХ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 
Відомі з літературних джерел [41, 69, 70] дані про фізичні 

характеристики і закономірності багаточастотного збудження 
п’єзорезонаторів епізодичні, вузькі, а часом і суперечливі. У першу 
чергу це відноситься до експериментальних досліджень нелінійних 
явищ у кварцових багаточастотних системах.                               

У цьому зв'язку виникла необхідність у систематичних 
дослідженнях цих характеристик і явищ, встановленні прямого зв'язку 
експерименту з теорією, розробки методик і правильного трактування 
результатів. Ці дослідження доповнюють теоретичні, підтверджують їх 
основні висновки і положення, вказують напрямки розробок 
функціональних елементів інваріантних ПРП, визначають вимоги до їх 
параметрів і, тим самим, формують фізичний базис підходу. 
 На теперішній час відсутня систематизація БПКС, в тому числі і 
тих, які були розроблені авторами, не були надано оцінки їх перевагам 
і недолікам в рамках підходу, що розвивається, і не виділені 
раціональні напрямки конструювання. Проведена у даній главі 
систематизація усуває цей недолік і визначає об'єкт 
експериментальних досліджень. 
 
2.1. Класифікація багаточастотних ПКС і техніка дослідження їх 

характеристик 
 

Під час конструюванні БПКС, окрім загальноприйнятих для 
ПКС вимог, пред’являються додаткові, які визначаються специфікою 
багаточастотного підходу. Основними з них є наступні: 

– діапазон робочих частот і їх рознесення 
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– обмеження величини динамічного опору 

      Rqq
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q
j
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1
R , 

                                         1,01   ,кОм ≈≈ RR δεε ;                               (2.1.2) 

– чутливість до ФВ 
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                                      ;  ,  100≈≤ AAcond εεA                              (2.1.3) 

– обмеження градієнту поля ФВ в об’ємі БПКС 

                          ,),,( max x
Vv

zyxgrad
a

ε≤
∈

X                     (2.1.4) 

де av  – об’єм активної зони. 

Проектування БПКС, як і ПКС, використовує загальну базу – 
лінійну теорію пружності, і в частині теорії не містить принципово 
нових елементів. Відзначимо лише найбільш ранні розробки БПКС, які 
описані в [71].  

БПКС, які використовуються на теперішній час можна 
об'єднати в наступні класифікаційні групи: 

1 – складні БПКС, які містять у своєму складі декілька самостійних 
конструктивно роз'єднаних, у тому числі і некварцових (LC, об'ємних, 
полозкових і ін.) резонаторів [52, 72 – 77]; 

2 – складені БПКС, у яких п’єзоелементи об'єднані у один 
конструктивний вузол [19 – 23, 78 – 81]; 

3 – монолітні БПКС з розділеними електродами і їх виводами     
[82 – 97]; 

4 – монолітні БПКС – двополюсники [20 – 25, 98 – 105]. 
 

2.1.1. Складні багаточастотні ПКС 
 

 Складні БПКС знайшли найбільше застосування для 
температурної стабілізації частоти за допомогою параметричної 
компенсації шляхом використання e схемі автогенератора двох КР із 
протилежними ТКЧ [72], за допомогою систем термостатування 
[73, 74], у яких додатковий КР із високим ТКЧ використовується як 
датчик температури, або застосуванням термокомпенсації частоти за 
сигналом додаткового КР - термодатчика [106].  

Характерним для БПКС - 1 є послідовне включення двох КР 3 та 
4 (рис. 2.1.1), за якого досягається не тільки термокомпенсація, але і 
підвищується відношення сигнал/шум у вихідному сигналі за рахунок 
фільтрації додатковим КР 4. 

За допомогою БПКС - 1 формуються високостабільні 
низькочастотні сигнали, збільшується лінійність і діапазон 
перелаштування керованих кварцових генераторів [77], забезпечується 
підвищення стабільності частоти генераторів НВЧ шляхом їх 
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автосинхронізації на субгармоніках [76], реалізується зниження 
чутливості кварцових генераторів до прискорення. 

Застосуванням n  кварцових резонаторів у спеціальній схемі 
автогенератора [52] можна одержати стійку генерацію n  корельованих 
за режимної нестабільності асинхронних частот. 

Перевагами БПКС-1 є: 
– висока серійнопридатність схем завдяки використанню серійних 

КР; 
– відсутність акустичного зв'язку між коливаннями робочих частот; 
– зручність незалежного керування кожною робочою частотою. 

 До недоліків БПКС цієї групи варто віднести: 
– необхідність ретельного підбору пари КР за ТЧХ і резонансними 

частотами, вузькість температурного діапазону ефективної 
термокомпенсації; 

– розходження чутливості кожного КР до статичних і динамічних 
дестабілізуючих впливів (у тому числі і розходження за старінням), а 
також неідентичність самих впливів (наявність градієнтів); 

– збільшення маси та габаритних розмірів ПКС. 
  

2.1.2. Складені багаточастотні ПКС 
 
Складені БПКС, які призначені для стабілізації частоти 

представлені істотно меншою кількістю варіантів, ніж БПКС - 1. В [19] 
описане застосування двох механічно зв'язаних КР для компенсації 
вібраційної чутливості, що можливо завдяки протилежності знака і 
рівності за модулем їх коефіцієнтів чутливості. Відзначено складність 
реалізації такої конструкції. 

Пристрої з пакетною конструкцією [79] містять ряд 
п’єзокварцових пластин, жорстко скріплених по торцях, а електроди 
збудження нанесені тільки на верхню і нижню пластини. У цій 
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Рис. 2.1.1 – Складна БПКС - 1 
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конструкції забезпечується інтенсивне придушення побічних 
резонансів. 

В багаточастотному резонаторі коливань вигину [78] (рис. 2.1.2) 
п'єзоелектричні пластини закріплені на металевій прямокутній 
підкладці. На зовнішній стороні пластин нанесений металевий шар, 
який утворює разом з основою настроєний п'єзоелектричний 
резонатор, при збудженні якого у основі виникають коливання вигину. 
При цьому, в інших резонаторах виникають коливання резонансної 
частоти. У пристрої передбачена можливість замикання одного або 
більше резонаторів, що змінює резонансну частоту інших резонаторів.  

В термокомпенсованому генераторі [23] БПКС - 2 складається з 
двох КР (рис._2.1.3), один із яких вирізаний у кристалографічній 
площині, яка відповідає малій температурній чутливості (КР1), а 
другий (КР2) – у площині, яка відповідає більш високій температурній 
чутливості. 

Рис. 2.1.2 – Складена БПКС-2 коливань вигину 

4 5 3 

6 
7 

КР2 
1 

2 КР1 

Рис. 2.1.3 – Складена БПКС-2 з використанням двох резонаторів 
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Складені БПКС - 2 широко використовуються у кварцових 
датчиках неелектричних величин, які реалізують диференціальний 
принцип [80, 81, 86]. 

БПКС - 2 у порівнянні БПКС - 1 мають істотно менші градієнти 
дестабілізуючих впливів на кожен п’єзоелемент (головним чином 
температурні). У цілому ж, у силу конструктивної складності, вони є 
нетехнологічними, мають погану вібростійкість і їх перспективність 
досить сумнівна. 

 
2.1.3. Монолітні БПКС – багатополюсники 

 
Одне з найбільш ранніх застосувань БПКС третьої групи, які 

використовують ефект захоплення енергії, розглянуто в 
експериментальній роботі [87]. Показана можливість одночасного 
існування в одній п’єзопластині АТ - зрізу двох незалежних коливань. 
Два КР, утворені двома парами електродів, нанесених на пластину і 
розташованих на відстані 0,3 см  один від одного, що складає 
приблизно 18 товщин п’єзопластини і відповідає коефіцієнту зв'язку 
приблизно 0,3 %, розстроювалися за частотою напилюванням 
додаткової маси на одну пару електродів при маскуванні  іншої. 
Розладнання  першого  резонатора за частотою на 11,6 кГц за 
початкової частоти 10,3 МГц супроводжувалося розладнанням другого 
на декілька герців. 

В подальших роботах [82, 89, 90, 95 – 97] розглядаються різні 
конструкції БПКС - 3, які містять декілька окремих резонаторів, що 
сформовані на одній п’єзопластині з метою забезпечення ідентичності 
температурних коефіцієнтів частоти (ТКЧ). 

В двочастотних ПКС із дисковими п’єзоэлементами АТ - зрізу 
[89, 95] одночасне збудження двох ангармонічних мод 121 і 112 
досягається застосуванням чотирьох пар електродів, які мають форму 
секторів, причому кожна пара діаметрально протилежних на одній 
поверхні п’єзоелемента електродів електрично з'єднана. 

Перекриття активних зон БПКС [89,95] виключається у 
конструкції [85], причому відповідним вибором форми і розташування 
електродів у ній збуджуються коливання різних видів, наприклад, 
зсуву та кручення. 

БПКС - 3, яка містить кільцевий п’єзоелемент LC - зрізу з 
чотирма парами симетрично розташованих електродів, призначалася 
для застосування в якості чутливого елементу датчика тиску [96]. 
Кожен КР у цій системі міг збуджуватися одночасно на двох частотах 
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Гц   6987990
0

1 =Tf  і  Гц  5674477
0

2 =Tf  )C( o300 =T , причому їх 

ТКЧ мали протилежні знаки і складали в інтервалі температур від 30°С 

до 130°С: СГц/o1   274−=ТКЧ , СГц/o
2   203=ТКЧ . Модифікація 

цієї БПКС використана у кварцовому датчику одночасного 
вимірювання температури і тиску [97] . 

Монолітна БПКС-3 з енергетичною пасткою [83] (рис. 2.1.4), 
роль якої виконує виступ 4 з увігнутими боковими поверхнями 5 і 6, 
який сформований на п'єзоелектричній пластині 1 з танталату літію і 
розподіляючий два резонатори з електродами 2 і 3, забезпечує 
незалежне перелаштування кожного резонатора. 

Ефективним методом покращення характеристик БПКС - 3 є 
акустична розв'язка КР з елементами кріплення. Шляхом збудження в 
п’єзопластині за допомогою додаткової пари електродів допоміжних 
коливань, які протифазні основним, забезпечується зниження 
амплітуди коливань у зоні розташування засобів кріплення і 
підвищення добротності у 1,5 – 2 рази. 

За допомогою цього методу ця задача вирішувалась фірмами  
Paros. Inc. і STATEK Corp. (USA) [91, 92] при створенні ними чуттєвих 
елементів прецизійних датчиків (рис. 2.1.5). 

Монолітні БПКС - 3 із роздільними електродами мають свої 
переваги і недоліки. До числа перших варто віднести значно менші, 
чим у складених БПКС, градієнти дестабілізуючих полів, можливість 
доброї акустичної розв'язки коливань, їх реалізуємість засобами 
мікроелектронної технології. До недоліків – відносно невисоку 
добротність і, отже, неможливість побудови на їхній основі 
високоточних ПРП.  

4 5 

3 

 

2

1

 

 

6 

Рис.2.1.4 - Монолітна БПКС - 3 з енергетичною пасткою  
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2.1.4. Монолітні БПКС – двополюсники 
 

 Монолітні БПКС – двополюсники за своєю конструкцією і 
технологією виготовлення не відрізняються від традиційних 
"моночастотних" КР. Більш того, у ранніх застосуваннях БПКС цієї 
групи [24], а також більш пізньої [108] використовувалися 
експериментально виявлені ангармоніки, побічні коливання 
прецизійних резонаторів АТ - зрізу або їхні механічні гармоніки [20]. 
Зокрема, у прецизійному КР АТ - зрізу на 5 МГц по третій гармоніці 

6
1 102 ⋅=Q , Ом  261 =qR  у якості температурно - залежної 

ангармоніки використовується резонанс піделектродної області з 

частотою близько 282 кГц ( 4
2 102 ⋅=Q , кОм  52 =qR ). ТЧХ даного 

коливання у діапазоні від –40 до +100°С близька до лінійної і має 

температурний коефіцієнт біля С1/ 103 o5 ⋅−  [108]. 

Одночасне збудження КР АТ - зрізу на першій 1f  і третій 3f  

гармоніці [20] завдяки розходженню їх ТЧХ, дозволяє виділити 
частоту 313 ffF −= , яка дає інформацію про інтегральну 

температуру в його активній зоні. 
Налагодження серійного випуску КР SC - зрізу дозволило 

використовувати цей метод компенсації температурного зсуву в 
сучасних прецизійних системах генерування [109,.110,.111]. 

Цілеспрямоване проектування БПКС - 4, як і проектування 
звичайних КР, базується на лінійній теорії і складається в забезпеченні 
заданого багаточастотного спектру шляхом вибору радіусу кривизни 
сферичного п’єзоелемента АТ - зрізу [71,.112], форми електродів 

до генератора 

Рис. 2.1.5 – Монолітна БПКС - 3 з акустичною розв’язкою 
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[102,.104,.105], причому двочастотне збудження ПКС може досягатися 
використанням різного за товщиною електрода, який має в перетині 
форму сходинки [105], або введенням додаткового (третього) вільного 
електрода [102]. 

БПКС - 4 із додатковим електродом [102] (рис. 2.1.6), за умови, 
що товщина td∆  вільного електрода 4 більша, ніж сума товщин 

електродів 2 і 3 
21 ff dd ∆+∆  (за їх рівної товщини 

21 ee ll =  і 

ідентичності матеріалу), може збуджуватися на акустично зв'язаних 
фундаментальних модах піделектродної області ef  й області вільного 

електрода tf  та їх обертонів. В [102] показано доцільність 

двочастотного збудження цієї системи на фундаментальній моді tf  і 

обертоні високого (п'ятого, сьомого) порядку частоти ef  для 

одночасного виміру маси (по tf ) і температури (по nef ). Такий 

режим реалізується відповідним вибором величини td∆ . 

В усіх розглянутих раніше варіантах БПКС - 4 
використовувалося поперечне збудження. Якщо ж конфігурація 
електродів забезпечує напрямок вектора напруженості електричного 
поля, яке є паралельним площині великих граней п’єзоэлементу АТ -
зрізу, але не є паралельне кристалографічним осям X  і Z′ , то 
можливе збудження двох товщинних коливань B і C [98]. 

Можливість двочастотного збудження ПКС і реалізації релейної 
температурної характеристики забезпечується вибором геометрії 
п’єзоэлемента. У п’єзоэлементі контурних коливань  (рис. 2.1.7) бічна 
поверхня пластини має форму лінзи, фокуси якої розташовані на її вісі 
симетрії у площині, рівнобіжній довжині і товщині [99].  

Дуже перспективними виявилися БПКС - 4 із ПЕ двоповоротних 
зрізів )//( βγyxbl  [101,.103,.113,.114] У таких БПКС поперечне поле 

збуджує три компоненти деформацій і відповідні їм товщинні 
коливання (моди А, В, С). Коливання А – повздовжні і зміщення 
відбувається у напрямку, близькому до нормалі площини зрізу, а 
коливання В и С – поперечні зсувові і зміщення відбуваються в 
площині, нормальній до напрямку зсувів коливань А. Мода А для 
випуклих ПЕ практично не збуджується. Для найбільш 

перспективного SC - зрізу ( 5222o ′=γ , 6034o ′−=β ) мода С має ТКЧ 

поблизу точки перегину ТЧХ на порядок менший, ніж для АТ - зрізу, а  
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Рис. 2.1.6 – Монолітна БПКС - 4: 1 – п’єзопластина; 2,3 – основні 
електроди; 4 – вільний електрод 
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мода В має ТКЧ порядку C/  o6 11025 −⋅  за високої лінійності ТЧХ  
[113]. Оскільки обидві моди займають один і той же об’єм ПЕ, але 
мають взаємно ортогональні зсуви, моду В можна використовувати як 
датчик миттєвої температури в активній зоні. Це виключає градієнтні і 
динамічні похибки термокомпенсації і термостатування ПРП. 

Наявність зв'язку між коливаннями БПКС - 4, а також дуже 
сильний розкид за qR  є недоліком даних пристроїв, який може бути 

усунутий правильним конструюванням резонатора і вибором 
раціональної схеми багаточастотного генератора. 

Перевагами цих БПКС є практично повна відсутність градієнтів 
по ФВ на кожну з частот, що принципово необхідно для захисту ПРП 
від швидкозмінних впливів. 

До БПКС - 4 умовно можуть бути віднесені і резонатори на 
ПАХ, які є основою для побудови функціонально гнучких 
акустоелектронних пристроїв [115]. Багаточастотность у таких 
резонаторах забезпечується великою відстанню між відбивачами. 
Зокрема, у діапазоні частот МГц  5,6565−  отримані резонанси з 

кроком кГц  68 і добротністю приблизно 5100 [110].  

По відношенню до конструктивно-технологічного підходу, 
багаточастотний не є альтернативним, а таким, що його доповнює. 

4 

5 

3 

6 

1 

2 

Рис. 2.1.7 – Монолітна БПКС - 4 контурних коливань: 
1 – напрям довжини ПЕ; 2 – напрям ширини ПЕ ; 3 – сегмент;    
4 – напрям товщини ПЕ; 5 – двояко-вигнута лінза ; 6 – центр 
кривизни (фокус) 
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Тому в плані розширення його фізичного базису запропонований ряд 
рішень, які удосконалюють конструкцію БПКС-4 [104,116], зокрема, 
вибором форми електродів досягнута компенсація паралельної ємності 

0C  у широкому інтервалі температур, можливість керування 

інтенсивністю додаткових коливань і їх рознесенням за частотою 
[104]. Вибором співвідношення маси електрода і піделектродної зони, 
конструкції кристалоутримувача [116] підвищені добротність та 
надійність ПР. Застосування ємнісного зв'язку п’єзоэлемента зі схемою 
[116] виключає необхідність використання спаю скла з металевими 
виводами і, отже, утворення в цьому місці мікротріщин і натікання 
газу, що погіршує довгострокові характеристики ПР. Крім того, у силу 
меншої теплопровідності скла зменшується тепловий зв'язок 
п’єзоелемента з зовнішнім середовищем. 

Підсумовуючи вище сказане, можна зробити висновок, що 
виробництво перспективних типів БПКС не вимагає розробки 
принципово нових підходів до проектування і нових технологій, а у 
багатьох практичних випадках у якості БПКС можуть 
використовуватися звичайні «моночастотні» п’єзорезонатори. 

 
2.1.5. Автоматизований стенд дослідження характеристик БПКС 

 
Для експериментального дослідження характеристик БПКС  був 

розроблений спеціальний автоматизований стенд, який забезпечує 
роботу в наступних режимах: 

– автоматичний вимір параметрів ПР, який включає атестацію 
впливу групи дестабілізуючих факторів у тричастотному режимі 
збудження і статистичну обробку результатів; 

– автоматизоване оптимальне проектування багаточастотних ПРП у 
діалоговому режимі роботи з ЕОМ і діючою аналоговою моделлю 
ПРП, а також побудова його еталонної моделі; 

– автоматизований контроль багаточастотних параметрів ПРП у 
процесі виробництва й експлуатації, моделювання роботи інваріантних 
ПРП в умовах впливу групи дестабілізуючих факторів; 

У режимі виміру параметрів ПР стенд дозволяє: 
–   вимірювання абсолютних значень частоти послідовних 

резонансів ПР із відносною похибкою 810−≈  у діапазоні частот до    
50 МГц; 

–  вимірювання відносних відходів резонансних частот ПР із 

відносною похибкою 910−≈ ; 
– вимірювання динамічних параметрів ПР із похибкою 2 – 3 % за 
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тричастотного режиму збудження; 
– дослідження залежності резонансних частот і динамічних 

параметрів ПР від рівня збудження, включаючи вимір тричастотних 
взаємострумових характеристик у діапазоні струмів збудження до 

 A31025 −⋅ ; 
– дослідження тричастотних температурних характеристик 

резонансних частот і динамічних параметрів ПР в діапазоні 
температур у статичному і динамічному режимах впливу; 

– дослідження багаточастотних вібраційних характеристик ПР у 
діапазоні прискорень до g 10  і частот 0 - 80 Гц; 

– дослідження спільного впливу групи дестабілізуючих факторів на 
багаточастотні параметри ПР. 

Стенд (рис. 2.1.8) містить у собі три ідентичних канали, які 
працюють на різних частотах збудження у діапазоні до 50 МГц і 
складаються із синтезаторів частоти 4, частотомірів 3, електронних 
атенюаторів 5, підсилювача потужності 6, пристрою поділу каналів 9 і 
фазометрів 10. Досліджуваний ПР 8 із узгоджуючими 
чотириполюсниками 7 і схемою калібрування фазового зсуву 12 
розміщується в камері термостата або азотно - гелієвому кріостаті 
разом із пристроєм завдання і виміру температури 13. Похибка виміру 
температури кварцовим термометром складає 0,02 К.  

Керування процесом вимірів, статистична обробка і 
документування результатів здійснюються персональною ЕОМ 1 
разом з реєстратором 11 і блоком сполучення 2. 

У режимі виміру резонансних частот і динамічних параметрів 
робота стенда відбувається  наступним чином. 

Резонансні частоти і добротності ПР по кожній з мод 
виміряються фазовим методом. При цьому для визначення частоти 
послідовного резонансу ПР if0  синтезатори 6 перелаштовуються 

сигналами керування ЕОМ до одержання нульового фазового зсуву на 
частоті кожного з трьох каналів. Облік початкових зсувів фаз i0ϕ  

здійснюється автоматичним виключенням резонатора зі схеми і 
заміщенням його резистором qR  у кожнім циклі вимірів. Отримані 

значення i0ϕ  з виходів фазометрів запам'ятовуються у пам'яті ЕОМ. 

При вимірі добротності синтезатори розстроюються по частоті 
на величину if∆ , яка залежить від добротності досліджуваної моди і 

міжрезонансного  проміжку ПР,  і  реєструються  зсуви  фаз на виходах 



Глава 2 

 70

відповідних фазометрів. Величина навантаженої добротності 
iн

Q  

обчислюється  наступним чином: 

            i
i

i
н

tgf
fQ

i
ϕ∆








∆= 2
0  .                                 (2.1.5) 

Динамічні параметри ПР визначаються з відомих співвідношень 
при виміряних значеннях 

iqR  і 
iвн

R : 
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i
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Рис. 2.1.8 – Автоматизований стенд дослідження характеристик 
БПКС: 

1 – ЕОМ; 2 - пристрій сполучення; 3 – електронно-лічильний частотомір;     
4 – синтезатор частоти Ч6-31; 5 – керований атенюатор; 6 – підсилювач 
потужності; 7  – узгоджуючий чотириполюсник; 8 – досліджуваний ПР;     
9 – пристрій поділу каналів; 10 – фазометр ФК2-12; 11 – реєстратор; 12 – схема 
калібрування; 13 – пристрій завдання і виміру температури; 14 – пристрій 
керування ПР; 15 – пристрій завдання вібраційних впливів; 16 – вимірювач 
часу перехідних процесів 
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де 
iqR , 

iqC , 
iqL  – динамічний опір, ємність і індуктивність ПР 

відповідно; 
iвн

R  – опір, внесений у вимірювальний контур. 

 
2.1.6. Метрологічні характеристики автоматизованого стенду 

 
Вимірювання динамічного опору 

iqR  проводиться шляхом 

включення у вимірювальний контур додаткового опору дR  і 

повторного виміру навантаженої добротності ПР 
iн

Q , що дозволяє 

виключити необхідність амплітудних вимірів і у п'ять разів збільшити 
точність визначення 

iqR : 

                         
і

іi

і

i вн

нн

нд

q R
QQ

QR
R −

−
=

'

'

 .               (2.1.7) 

Відносна похибка виміру абсолютного значення if0  
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де o1≈+
н
іi δϕδϕ  – похибка виміру і калібрування різниці фаз 

відповідно; 
icf∆ =10-2 Гц – похибка встановлення частоти синтезатора; 

iнii mQff
і

2
0 21=∆ – відносне відхилення резонансної частоти ПР від 

частоти послідовного резонансу.  

За типових значень 610=
і
н

Q , 4105 −⋅=im ; 9
0 10−≈∆ ii ff  

відносна похибка вимірювання частоти складає 8
00 10−≈ii ffδ , а 

розрізнювальна здатність виміру відносних змін частоти за o2,0≈iδϕ   

становить 10-9. 
Відносна похибка вимірювання динамічних параметрів ПР 

визначається як 
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За типових значень 110−≈
iі

qвн
RR ; 3105 −⋅≈

іі
нн

QQδ ; 

210 −≈дд RRδ  одержуємо ( ) 2103...2 −⋅≈=
iiii qqqq CCLL δδ  і 

( ) 21021 −⋅−≈
ii qq RRδ . 

За допомогою стенда добротність 
і

н
Q  вимірюється також і у 

режимі загасаючих коливань за допомогою вимірювача часу 
перехідних процесів з цифровим ліком (16), який має похибку 
приблизно 0,3%, що забезпечує підвищення швидкодії режиму 
атестації. 

Описана процедура виміру параметрів є базовою і за визначення 
температурних характеристик ПР. Визначення взаємострумових 
характеристик забезпечується за рахунок змін рівня збудження 
керованим атенюатором (5) по кожній із досліджуваних мод у 

діапазоні до  A31025 −⋅  та вимірюванням параметрів ПР за описаним 
вище алгоритмом на кожному кроці зміни рівня збудження. 

Багаточастотні вібраційні характеристики ПР реєструються по 
зміні різниці фаз на виході фазометрів відповідних каналів з 
розрізнювальною здатністю за відносними відходами частоти 10-9. 

 
2.2. Cилова чутливість багаточастотних ПКС 

 
Чутливість резонансної частоти КР товщинно-зсувових 

коливань до впливу механічної сили вивчалася багатьма авторами, як у 
теоретичному, так і у експериментальному плані [65, 117]. Ці 
дослідження стимульовані значущістю силової сторони перетворення 
ББП в утворенні похибок ПРП автогенераторного і селектуючого типу 
під дією впливів прискорення, вібрацій, термомеханічних напруг, а 
також потребами розробок тензочутливих п’єзорезонансних датчиків. 
Дослідження тензочутливості КР для пристроїв останнього типу 
узагальнені у роботі [118]. 

Далі викладаються методики експериментальних досліджень 
БПКС у багаточастотному режимі, які розроблені з позицій фізичного 
обґрунтування багаточастотного підходу. Саме з потреб цього підходу 
нами вперше було запропоноване використання силової чутливості ПР 
LC - зрізу [119], спеціально розроблених у якості датчиків 
температури. 
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  2.2.1. Тензочутливість інтегральної чотирирезонаторної 
 БПКС - 3 LC - зрізу 

 
 Ця БПКС була розроблена і виготовлена як чутливий елемент 

двопараметрового датчика тиску і температури «Тюльпан» [97]. 
П’єзоелемент виконаний у вигляді кільцевої пластини товщиною 

мм  288,0=
П

δ , зовнішнім діаметром мм  01,034−=D  і внутрішнім – 

мм  01,010+=d . Чотири пари електродів розташовані через o90  за 

азимутом, причому вісь Z′  проходить під кутом o45  між центрами 
суміжних електродів, які лежать на окружності з діаметром 

.мм  2,022±=цeД  Діаметр електрода ,мм  6=ed  ширина шийки 

електрода мм  2=eh . Резонатори збуджувалися на частотах 

кГц  666,51 =f  і кГц  987,62 =f  (за Co30=T ). За допомогою 

важеля, продітого крізь п’єзоелемент і закріпленого одним кінцем на 
платформі, до другого кінця якого підвішувався вантаж масою M  (до 

г  2000 ), створювалося розподілене зусилля по внутрішній дузі кільця, 

яке відповідало куту приблизно o10 . 
 Статистично оброблені результати експериментів приведені на 

рис. 2.2.1. З них випливає, що перетворення сили у частоту практично 
лінійно і спостерігається слабка залежність коефіцієнта силової 
чутливості (КСЧ) від температури, а його величина складає приблизно 

Гц/Н  25=FK  та змінюється для різних ПР.                       

В програму досліджень входило також визначення ступеня 
взаємного впливу навантаження i - того ПР на суміжний 1+i  

резонатор. Встановлено, що 4

1
10/

01
−

+
≈∆ =+

iPii FF , тобто 

знаходиться на рівні похибки вимірювань температури і при реалізації 
датчика може не враховуватися. 

 
2.2.2. Силова чутливість лінзового ПР БПКС - 4 LC - зрізу 

 
Програма досліджень плоско-випуклої лінзової БПКС LC - зрізу 

з МГц  0,50 =f  містила зняття азимутальної залежності КСЧ за 

плоского точкового навантаження ПЕ і залежності КСЧ від 
температури. 

 Результат дослідження азимутальної силової чутливості ПР 

LC - зрізу   за   o40=T    приведений   на   рис. 2.2.2.   Він показує,  що  цей  
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Рис. 2.2.1 – Характеристики тензочутливості чотирирезонаторної 

 БПКС - 3 LC - зрізу за різних температур 
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Рис. 2.2.2 – Характеристики силочутливості лінзового ПР БПКС-4 LC-зрізу 
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тип БПКС, не дивлячись на меншу чутливість у порівнянні з AT-зрізом 
[118], може ефективно використовуватись у двопараметрових 
датчиках сили (тиску) і температури, а лінійність його температурно-
частотних характеристик у поєднанні з досить високою лінійністю 
сило-частотних забезпечує високу точність і апаратурну простоту 
ідентифікації P  і T , у тому числі і з метою зниження похибки 
п’єзорезонансних термометрів від впливу прискорення і вібрації. 

Нелінійність сило - частотних характеристик визначається 
залежністю КСЧ від температури (рис. 2.2.3). Як видно, ця залежність 
різна при різних ψ , що необхідно враховувати на практиці. 

 
2.2.3. Сило-термо-частотні характеристики БПКС АТ-зрізу –

чутливого елемента п’єзорезонансного датчика 
 
Дані залежності є статичними функціями перетворення (СФП) 

датчика (градуювальними характеристиками) і враховують не тільки 
безпосередній вплив температури на п’єзоелемент, але і вплив 
термомеханічних напруг, які виникають через різницю коефіцієнтів 
температурного розширення кварцу і металу у твердій конструкції 
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Рис. 2.2.3 – Температурні характеристики КСЧ лінзового 

 БПКС - 4 LC - зрізу 
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датчика типу ДДПР. Цей ефект практично виключається у датчику 
тиску «Вікторія», у якому застосований м'який сильфонний підвіс 
чуттєвого елемента – ПР AT - зрізу. Досліджувалися СФП датчиків   
«Вікторія» і ДДПР, чуттєві елементи яких збуджувалися одночасно на 

двох частотах: кГц  302901 =Вf , кГц  411702 =Вf  (механічна 

гармоніка й ангармоніка) і трьох частотах: кГц  302901 =Дf , 

кГц  500202 =Дf , кГц  696703 =Дf  (3,.5,.7 механічні гармоніки) 

відповідно для кожного датчика. Дослідження виконувалися на стенді 
індивідуального градуювання первинних вимірювальних 
п’єзорезонансних перетворювачів на базі ЕОМ. Діапазони варіації 

тиску складали для «Вікторії» і ДДПР 2
кгс/см  )6...0(=BP , 

2
кгс/см  )10...0(=ДP , а температур Co)100...40( +−=BT , 

С
o)60...50( +−=ДT  відповідно. Характерна залежність ),(0 TPf Д

i  

представлена на рис..2.2.4, де введені наступні позначення: 

),(),( 0121 TPfxxy Д= , Px =1 , Tx =2 . 

 Експеримент показує, що двомірна СФП датчика тиску і 
температури на базі ПЕ АТ - зрізу нелінійна через нелінійність його 
ТКЧ. При використанні такої БПКС у двопараметровій вимірювальній 

0 

2x  

1x  

)( 21xxy  

Рис. 2.2.4 – Типова сило-термо-частотна характеристика датчика ДДПР 
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системі необхідно апроксимувати СФП двомірним рядом Тейлора 
третього ступеня. 
 

2.2.4. Інерційність каналу механічного перетворення 
 
 Ця властивість виявляється головним  чином у датчикових 

ПРП. У датчиках тиску затримка в перетворенні тиску у частоту 
визначається в'язкістю робочого тіла, обсягом мембранної камери, 
інерційністю мембрани. Інерційність же перетворення 
п’єзорезонатором сили у частоту в порівнянні з цими факторами 
зневажливо мала. Проведені нами дослідження інерційності 
перетворення п’єзорезонансного датчика тиску (ДТПР) показали, що 
при вимірі повітряного тиску МПа  101,0 −=P , механічна постійна 

часу мкс  4818
1

−=
мех

τ , для вимірювання такого ж тиску мастила 

мкс  5,005,0
2

−=
мех

τ . Під час аналізу динамічних похибок варто 

враховувати ефекти силового гістерезису в кварцових резонаторах, які 
виникають за великих силових впливах. Експеримент, описаний у 
роботі [120] показує, що за впливу на ПР АТ - зрізу з частотою 
МГц  5  лінійного прискорення вище g 50  і потім зниження його 

величини до нуля, різниця між початковим і кінцевим значеннями 
частоти може досягати Гц  1,0 . Для того, щоб частота ПР прийняла 

своє початкове значення (з точністю до Гц  1,0 ) потрібно кілька 
десятків секунд. 

Коментуючи даний експеримент, відзначимо, що для таких 
прискорень, очевидно, ПР переходить у нелінійний режим, змінюється 
величина qR  і в автогенераторному ПРП спостерігаються амплітудно-

частотні збурювання, які за правильного вибору схеми генератора 
можна значно зменшити. 

Таким чином, збудження БПКС як на механічних гармоніках, 
так і ангармоніках дозволяє сформувати лінійно-незалежну, а, отже,  
розв’язувану відносно ФВ (сила, температура) систему нелінійних 
рівнянь у частотному базисі. Цей факт обґрунтовує фізичну 
реалізуємість багаточастотного підходу. 

 
2.3. Температурна чутливість БПКС 

 
 Температура T  є одним з найбільш значимих ФВ, який 
визначає параметри ПРП. Залежність резонансної частоти і 
динамічних параметрів ПР від температури визначається переважно 
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фізичними властивостями п’єзоелемента, а також впливом електродів, 
елементів кріплення і кварцоутримувача. Вплив цього ФВ на ПРП 
найбільш вивчено, і основні результати узагальнені у [11, 118]. Однак, 
проведені раніше дослідження, як правило, передбачали одночастотне 
збудження ПР. Нашою метою є аналіз відомих раніше результатів і 
власні дослідження статичних і динамічних характеристик (ТЧХ і 
ТДЧХ) серійних і спеціально створених БПКС з погляду виконання 
вимог багаточастотного підходу за ідентифікуємостю ФВ. 

 
2.3.1. Статичні температурно-частотні характеристики 
 
Статичні ТЧХ будь-якого КР із достатньої для практики 

точністю можуть бути представлені у діапазоні температур від 

Co200−  до Co200+  у вигляді поліному [121] 

   3
00

2
000000 )()()(/)( TTcTTbTTafff −+−+−=− ,     (2.3.1)  

де 0f  – значення резонансної частоти КР для 0TT = ; 000 ,, cba  – 

температурні коефіцієнти частоти першого, другого і третього 
порядку, обчислені в точці 0T  і залежать від кута зрізу ПЕ. 

 В одноповоротних AT - і BT - зрізах, які одержали на даний час 
найбільше поширення, досягається часткова компенсація термічних 
напруг уздовж однієї з кристалографічних осей ПЕ. В останні роки 
велика увага приділяється розробці КР на основі двоповоротних зрізів, 
які утворюються при дворазовому обертанні пластини ПЕ щодо 
кристалографічних осей [113, 122, 123, 124]. Подвійне обертання ПЕ 
забезпечує орієнтацію з нульовою пружною постійною, що 
призводить до компенсації будь-яких внутрішніх напружень. При 

температурі Co8,055±  уходи частоти двоповоротного КР SC- зрізу 

не перевищують ,9101 −⋅ що в від 10 до 40 разів краще інших зрізів 
[122]. З точки зору багаточастотного підходу даний тип КР 
привабливий можливістю одночасного збудження моди B  і моди C , 
які мають різні ТЧХ  (рис. 2.3.1). Крім того, на відміну від резонаторів 
AT - і BT - зрізів, БПКС SC- зрізу  не виявляють провалів активності 

(змін qR ) у широкому діапазоні температур, а також при змінах 

розмірів і форми, номера робочої гармоніки тощо [118]. 
 Температурні коефіцієнти частоти для різних мод коливань ПЕ 
завжди мають різні значення. Для КР, які працюють на основній 
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частоті 1f  і n -й механічній гармоніці nf , їх різниця визначається 

співвідношенням [121]: 

         )/11( 2
010 nKaa an −=− ,                          (2.3.2) 

де aK - коефіцієнт, який залежить від орієнтації ПЕ (для AT - зрізу 

).C/o71106,6 −⋅≈aK  Експериментальні дослідження ТЧХ 

ангармонічних коливань ПЕ AT - зрізу 2135o/ ′yxl  діаметром 8 мм і 

радіусом плоско-випуклої лінзи мм  75=R  з частотою основного 

коливання МГц  0,91 =f  і двох ангармонік МГц  4,92 =f  та 

МГц  5,93 =f , виконане в роботі [70], показало істотне розходження 

їх ТКЧ: C/ o6
01 1103,0 −⋅−=a , C/ o6

02 110  0,78 −⋅−=a , C/o6
03 1107,1 −⋅−=a . 

 Відмінність ТКЧ визначається різною локалізацією коливань, 
що в умовах анізотропії ПЕ еквівалентно різним типів зрізів. Реальна 

зміна кута зрізу на 21 ′  )/( o35yxl  призвела до розвороту всіх ТЧХ 

проти стрілки годинника так, що знак ТКЧ основного коливання став 
позитивним, а знак ТКЧ 3f  зберігся. Вибір пари частот 1f  і 3f  при 

використанні цього КР у якості БПКС - 4 інваріантного ПРП з 
ідентифікацією силового і температурного впливу раціональний з 

Рис. 2.3.1 - Температурно-частотні характеристики БПКС SC-зрізу 
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погляду обумовленості матриці чутливості. 
 Для побудови багатьох високоточних ПРП краще використання 
БПКС у виді прецизійних серійних КР, розроблених за добре 
відпрацьованою технологією. Цим вимогам задовольняє резонатор 
типу РК 194СПБ, який може бути використаний для побудови 
надвузькополосного )Гц((   )3020дб3 −=∆ −f  кварцового фільтра. 

 Досліджені ТЧХ 3-й кГц  40001 =f , 5-й кГц  66313 =f  

механічних гармонік і ангармоніки кГц  67494 =f  з динамічними 

опорами Ом  221 =qR , Ом  803 =qR , Ом  2804 =qR  відповідно. 

Результати експерименту представлені на рис. 2.3.2. Видно, що за 
двочастотного збудження БПКС варто обирати пари частот 1f , 4f . 

Істотне розходження їх ТКЧ і відсутність перегинів ТЧХ дозволяють 
ідентифікувати температурні ФВ. 
 З метою вивчення можливості підвищення точності 
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Рис. 2.3.2 – Температурно-частотні характеристики РК 194СПБ 
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термостатування серійного КР типу «Льон», який входить до складу 
кварцового генератора «Сонет», були досліджені ТЧХ першого на 
двох частотах: кГц  96,99991 =f  і кГц  24,33532 =f  в робочому 

інтервалі температур від С
o10−  до С

o60+ . ТЧХ цієї БПКС - 4 
представлені на рис..2.3.3. Їх аналіз показує, що в області позитивних 
температур крутість ТЧХ2 приблизно в 5 разів перевищує крутизну 

ТЧХ1, що дозволяє використовувати коливання з частотою 2f  у 

якості датчика температури у даній області. Разом з тим, наявність 
перегину ТЧХ2 поблизу нуля вносить істотні ускладнення і вимагає 
підбору іншої температурної моди. 
 Великі перспективи застосування в багатопараметрових 

датчикових ПРП мають БПКС із ПЕ LC  - зрізу )/( oo 13/448yxbl . Ці 

БПКС мають практично лінійні сило - і температурно-частотні 
характеристики, що сильно спрощує ідентифікацію P  і T . Практично 
лінійними ТЧХ володіють більш технологічні, чим LC  ПЯ - зрізи 

)51/459/5410 oo/( yxbl , які були розроблені у СРСР, і сімейство NL -

зрізів, розроблених за кордоном [118], однак відомості про їх 
характеристики при локальному силовому навантаженні відсутні. 

ТЧХ БПКС - 3 кільцевого типу датчика «Тюльпан»  
досліджувалися на частотах кГц  56741 =f  і кГц  69982 =f  у 

інтервалі температур від С
o10+  до С

o130+ . Результати цих 

Рис. 2.3.3 – Температурно-частотні характеристики КР типу  «Льон» 
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досліджень (рис. 2.3.4, 2.3.5) показують відсутність (у межах точності 
експерименту) відхилення від лінійності і протилежність знаків ТКЧ 

обох коливань: СГц/o

10   203=a , СГц/o

20   273−=a . Це значно 

підвищує потенційну точність ідентифікації P  і T . 
Дослідження ТЧХ БПКС - 4, яка збуджувалась на основній 

гармониці й ангармоніках показали, що ТЧХ ангармонічних коливань 
повертаються за годинниковою стрілкою (рис. 2.3.6) і, як і основне 
коливання, лінійні. При цьому якщо основне коливання 111f  і 

найближчі ангармоніки 113f  і 131f  мали позитивний ТКЧ, то 

ангармоніки 115f  і 133f   і  т.п. – від’ємний. Найбільш інтенсивним 

ангармонічним коливанням (з мінімальним qR , усього лише в 3-5 

разів більшим, ніж qR  основного коливання), яке має негативний 

ТКЧ, було коливання 115f , частота якого для різних резонаторів у 

1,22 – 1,24 рази перевищувала частоту основного коливання. 
 Таким чином, у процесі аналізу спектра кварцового резонатора 
майже завжди можна знайти групу коливань із ТЧХ, які 
задовольняють вимогам ідентифікуємості. Цей  висновок у першу 
чергу відноситься до КР LC  - зрізу. 
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Рис. 2.3.4 – Температурно-частотні характеристики БПКС-3 
кільцевого типу датчика «Тюльпан», частота f1    
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Рис. 2.3.5 – Температурно-частотні характеристики БПКС-3 
кільцевого типу датчика «Тюльпан», частота f2    
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Рис. 2.3.6 – Температурно-частотні характеристики БПКС-4  
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2.3.2. Динамічні температурно-частотні характеристики 
 
Резонансна частота КР залежить не тільки від температури, але 

і від її похідних по координатах ПЕ і часу. На даний час 
запропоновано декілька моделей, які описують температурно-
динамічні ефекти [62, 125, 126]. У [62] запропонована модифікація 
рівняння статичної ТЧХ (2.3.1) введенням часової залежності 
лінійного коефіцієнта: 

   ,)()()()(/)( 3
0

2
00 tTctTbtTtaftf ∆+∆+∆=∆           (2.3.3) 

де   

                                    dt
tdTaata )(~)( 0 += .                              (2.3.4) 

 Тут 0/)( ftf∆  – температурно-динамічна частотна 

характеристика (ТДЧХ): )(tT∆  – зміни температури ПЕ; a~  – 

динамічний коефіцієнт, який залежить від коефіцієнтів 000  , , cba  і 

конструкції резонатора. Коефіцієнт a~  – можна розглядати як 
феноменологічний параметр, що підлягає індивідуальному 
визначенню для кожної конструкції БПКС. Недоліком моделі (2.3.3) є 
об'єднання 0a  й )/(~ dtdTa  у загальний член )(ta  [126]. З 

урахуванням того, що вибір значення 0T  довільний і викликає лише 

зміну 0a  можна зробити висновок про неточність даної моделі. 

 В [125] пропонується більш досконала феноменологічна модель 
ТДЧХ, отримана в результаті аналізу ефектів перерегулювання 
температури в термостатованих КГ. Вона враховує температурний 
градієнт, який виникає між поверхнею ПЕ з температурою qT  і 

внутрішнім об’ємом ПЕ з температурою iT , за допомогою 

використання еквівалентного теплового опору R , який разом з 
еквівалентною теплоємністю C  об’єму ПЕ обумовлює інерційність 
БПКС і гистерезіс ТДЧХ. У роботі [125] для КР SC - зрізу з частотою 
5 МГц, який збуджувався на 3-й гармоніці, обчислене значення 

c  1,0≈RC , а ТДЧХ представлена у вигляді 

    +−++−+=∆ 2
00000 )/()/(/)( TdtRCdTTbTdtRCdTTaftf iiii  

                                      3
00 )/( TdtRCdTTc ii −++                          (2.3.5) 

або 
             dtdTaffftf i /~//)( 100 +∆=∆ .                        (2.3.6) 



Глава 2 

  85

Проведений у [127] аналіз показує, що значення динамічного 
коефіцієнту 1

~a  для різних зрізів дуже сильно відрізняється. 

Наприклад, для АТ.- і SC-.зрізів ці значення складають 
25

1 c/K  ~ 103,0 −⋅−=
AT

a  і 27
1 c/K~ 105,1 −⋅=
SC

a  відповідно. Настільки 

висока чутливість 1
~a  від орієнтації ПЕ щодо кристалографічних осей 

повинна викликати розходження теплових постійних різних мод БПКС 
у силу різної локалізації їхніх активних зон в об’ємі кристала. Цей 
факт підтверджується в роботі [128], де таке розходження оцінюється 
у 30 – 50 %. 

В рамках комплексного дослідження БПКС у вигляді 
резонатора РК 194СПБ були вивчені його двочастотні ТДЧХ для 
третьої і п’ятої гармоніки. БПКС використовувалася в якості 
дворезонансного частотного дискримінатора. Амплітуда термоудару 
складала 60°С (розігрітий до 60°С ПР миттєво переносився в судину 
Дьюара з льодом, який тане). Період виміру складав 1,5 с (за 
односекундного осереднення частотоміра), а повний час 
спостереження – 5 хвилин. Результати експерименту представлені на 
рис. 2.3.7. Як видно, спостерігаються плавні корельовані відходи обох 

частот. Відносна зміна частот склала для 3-ї гармоніки 6100,4 −⋅ , для 

5-ї – 6105,9 −⋅ , а час встановлення 653 =вτ с и 1865 =вτ с відповідно. 

Вважаючи RCв 3=τ , одержимо 7,213 =RC с і 555 =RC с. 

Експериментальне дослідження ТДЧХ КР «Льон» у 
двочастотному режимі здійснювалося за його збудження в триточковій 

схемі автогенератора для амплітуди термоудару Co55 . Методика 
проведення експерименту полягала в наступному. Крім статичних 
ТЧХ (рис._2.3.3) знімалася градуювальна характеристика 
термодатчика, у якості якого в КГ «Сонет» використаний 
безкорпусний терморезистор СТ1-18-2.2, який приклеєний 
безпосередньо на поверхню п’єзоэлемента в зоні приєднання 
електричних виводів КР. Термодатчик включений у міст, сигнал 
неузгодженості якого підсилювався і вимірявся вольтметром. Сигнали 

частот 1f  і 2f  розфільтровувалися під час гетеродинування: 111 ГP fff −= , 

222 ГP fff −= , а різницеві частоти реєструвалися синхронізованими 

частотомірами через 15 с  (час осереднення – 1 с)  протягом 15 хвилин. 
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Зміни частот 1Рf , 2Р
f  (криві 1 і 2, рис. 2.3.8) і сигналу термодатчика 

(крива 3) характеризують частотну динаміку БПКС і закон компенсації 
або термостатування. Для оцінки коректності закону керуючого 
впливу за градуювальною характеристикою термодатчика було 
зроблене перебудування ТЧХ робочого коливання з частотою 1f   в 

площину ( τ,f ) (крива 4, рис. 2.3.8 – так виглядав би перехідної 

процес за частотою без урахування температурно-частотної динаміки 
КР). 

Співпіставлення кривих 4 і 3 (рис. 2.3.8) показує, що захист КР 
від температурного впливу з використанням окремого термодатчика 
ефективна у квазістатичному режимі. Для малого часу спостереження 
(порядку 0,5 хв.) керуюча дія буде призводити до розрегулювання 
системи стабілізації частоти за малої її інерційності. 

Як і в попередньому експерименті, спостерігається 
корельованість температурних відходів обох частот у будь-який 
момент спостереження, а також розходження в часі встановлення 

частот: 1251 =вτ c  ( 7,411 =RC c ), 9802 =вτ c  ( 7,3262 =RC c ). 

Видно, що спостерігається істотне розходження між значеннями 
в

1τ  і в

2τ  як у першому, так і другому експерименті.  

1Pf  

2Pf  

6
11 10/ ×∆ ff

6
22 10/ ×∆ ff

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

t, c 

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 350 0 

Рис.2.3.7 – Термодинамічні частотні характеристики резонатора РК 
194СПБ 
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3-керуючий сигнал термодатчика; 4 – ТЧХ робочої частоти f1 
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2.4. Оцінка величини  динамічного опору  резонаторів  AT - зрізу  
на  механічних  гармоніках 

  
 Отримання стійкого багаточастотного збудження ПР є досить 
важким завданням завдяки великому розкиду динамічного опору qR  

на  робочих модах, впливу дестабілізуючих  факторів і недосконалості 
технології виробництва. Відоме співвідношення для динамічних 
опорів 
                                               mRR qqm ⋅= 1 ,                                     (2.4.1) 

де m  – порядок коливання; 1qR , qmR  – еквівалентний динамічний 

опір КР на першій і m -й гармоніках, ідеалізоване і, як  показує досвід,  
дає оцінки, які не придатні для практичного застосування. 

Тому для створення серійно придатних  ПРП  необхідно  
враховувати реальне поле розкиду параметра qR  для різних мод ПР і   

різних умов  його  застосування. 
У роботі [129] приводяться результати дослідження параметра 

qR  для трьох мод партії з 100 штук серійних резонаторів AT - зрізу на 

частоті 5 МГц для 5-го обертона. Параметр qR  визначався за 

температури Co20 .  
На рис. 2.4.1 показані гістограми  розподілу для 3- , 5- і  7-го 

обертонів відповідно. Для побудови гістограм обрано 10=n  
інтервалів. Дані спостережень групувалися за інтервалами з довжиною  
                                           nxxd /)( minmax −= ,                             (2.4.2) 

де  maxx , minx - найбільше і найменше значення вимірюваної 

величини. З приведених гістограм випливає, що поле розподілу qR  

для 3-тього обертону (рис.2.4.1,а) має випадковий характер із законом 
розподілу, близьким до рівномірного: 

                                  








+∞<<
<<

<<
=

,      0

,     

,0      0

)(

max

maxmin

min

xxдля

xxxдляA

xxдля

xϕ                   (2.4.3) 

а для 5-го і 7-го обертону – з нормальним законом розподілу 
(рис..2.4.1, б, в). 

Для гіпотези правдоподібності використовуємо критерій 

узгодженості 2χ . Запишемо  вираз для кожного інтервалу 
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Рис. 2.4.1 – Розподіл динамічного опору резонаторів AT- зрізу на 
третьому (а), п’ятому (б) та сьомому (в) обертонах 
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                                             σ/)( 0 xxz ii −= ,                                   (2.4.4) 

де 0ix  – абсциса, яка відповідає середині i -го інтервалу.  

Для обчислених значень iz  знаходимо значення теоретичного 

розподілу  

                         )2/exp(
2

1
)( 2

ii zz −=
π

ϕ .                         (2.4.5) 

Використовуючи  вираз  (2.4.5), запишемо  теоретичну  частоту  
спостережень if ′  для i -го інтервалу : 

                                               σϕ /)( dznf ii ⋅=′ .                               (2.4.6) 

 Для  вирішення  задачі  найбільш  повної  відповідності  
теоретичного  і  статичного  розподілів   необхідно  провести  
вирівнювання  статистичних  рядів  шляхом  об’єднання  сусідніх  
інтервалів, емпіричне  число  спостережень  у  яких  менше  п’яти. При  

цьому 2χ  дорівнює  сумі 2
iχ  по  всіх   інтервалах 

                                    ,
)(

11

2
22
∑∑
==










′
′−==

n

i i

ii
n

i
i f

ffχχ                       (2.4.7) 

де if , if ′  –  емпірична  і  теоретична  частоти  спостережень  у 

кожному з n  інтервалів.  У  загальному  випадку  число  ступенів  

свободи 2χ  за збігу теоретичного і статистичного розподілів  

дорівнює 1−−= rnk , де r  – число оцінюваних по вибірці  
параметрів теоретичного розподілу. Для нормального закону  
розподілу 2=r  [130], тому 3−= nk .                            

Отримані результати зведені до табл._2.4.1. За критерієм  

правдоподібності 2χ  повинна виконуватися нерівність 
222
BH χχχ ≤< . 

Задаючись ймовірністю 1,0=q  виходу величини 2χ  за  

границі інтервалу, знаходимо відповідні ймовірності верхньої і 
нижньої границь: 2/qPH = , 21 /qPB −= . 

Для ступенів свободи 3=k  і 5=k  для 5-го і 7-го обертонів 

відповідно знаходимо 2
Hχ  і 2

Bχ  [130]. З нерівності для 5-го обертону 

816,76,7352,0 ≤<   і   для  7-го  обертону  07,1151,8145,1 ≤<   витікає, 
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 Таблиця 2.4.1 – Результати оцінки величини  динамічного опору резонаторів  AT- зрізу 
 

3-й обертон 

Ом 95  ;Ом 8,72004

;Ом 34,268  ;Ом 9,498
22 ==

==

d

x

σ
σ

 

5-й обертон 

Ом 6  ;Ом 135

;Ом 6,11  ;Ом 25,74
22 ==

==

d

x

σ
σ

 

7-й обертон 

Ом 9  ;Ом 4,359

;Ом 958,18  ;Ом 85,191
22 ==

==

d

x

σ
σ

 

i  0ix  )( izϕ  if  '
if  2χ  0ix  )( izϕ  if  '

if  2χ  0ix  )( izϕ  if  '
if  2χ  

1 92,5 – 8 – – 63 0, 23 16 12 1,33 164,5 0,135 5 7 0,57 

2 192,5 – 10 – – 69 0,35 26 18 3,55 173,5 0,25 14 12 0,3 

3 287,5 – 12 – – 75 0,4 26 20 1,8 182,5 0,35 25 17 3,8 

4 382,5 – 15 – – 81 0,35 17 18 0,05 191,5 0,4 19 19 0 

5 477,5 – 15 – – 87 0,23 10 12 0,3 200,5 0,36 14 14 0,5 

6 572,5 – 8 – – 93 0,13 3 7,0 0,57 209,5 0,26 9 9 0,75 

7 667,5 – 8 – – 99 0,05 1 – – 218,5 0,15 8 8 0,1 

8 762,5 – 7 – – 105 0,02 – – – 227,5 0,068 3 3 2,45 

9 857,5 – 7 – – 111 0,003 – – – 236,5 0,025 2 2 – 

10 952,5 – 10 – – 117 0,0006 1 – – 245,5 0,004 1 1 – 

                                                                                                                         Σ 7,6                                                  Σ  8,51 



Глава 2 

 92

що гіпотезу збігу теоретичного закону нормального розподілу і 
статистичного можна вважати правдоподібною. 

Таким чином, отримані дані, які характеризують поле розподілу 
параметра qR  серійних КР  АТ - зрізу, дозволяють зробити висновок 

про те, що розкид qR  на 3-му обертоні складає 50 - 1000 Ом, на 5-му – 

60 - 96 Ом і 7-му – 160 - 230 Ом і підкоряється рівномірному закону 
розподілу для 3-го обертону, нормальному закону розподілу для 5-го і 
7-го обертонах. Ця інформація повинна використовуватися як вихідна 
при проектуванні серійно придатних багаточастотних ПРП. 

Дослідження діапазону зміни qR  під впливом температури 

проводилося в інтервалі від 60− °С до 100+ °С. На рис._2.4.2 

представлені зміни qR  від температури для 3-го, 5-го і 7-го обертону 

відповідно. Слід зазначити, що на рис. 2.4.2 відображені зміни qR  в 25 

КР, які обрані з партії 100 шт. з наступними обмеженнями: на 3-му і   
7-му обертоні qR  складає не більш 200 Ом за температури 20оС. З 

приведених графіків випливає, що qR  змінюється в межах 50 - 500 Ом 

на 3-му обертоні, 65 - 95 Ом на 5-му обертоні і 160 - 500 Ом на 7-му 
обертоні. 

Подальший аналіз проводився в процесі зборки датчика тиску 
ДТПР із дослідженими вище КР на дослідній базі приладобудівного 
підприємства. При зборці ДТПР досліджувався вплив технологічних 
процесів на величину динамічного опору КР. На рис. 2.4.3 

представлені зміни qR  на етапах складання для 3-го, 5-го і 7-го 

обертону відповідно. Збільшення qR  в 2 рази на етапі 

розвакуумування (перший етап) викликано збільшенням поглинання 
пружних хвиль у зовнішньому шарі кристала. Другий (посадка КР у 
кварцоутримувач), третій (опресування) і четвертий (з'єднання корпуса 

ДТПР з основою) етапи зборки не приводять до значної зміни qR . 

Основними етапами зборки ДТПР, які впливають на параметр qR  є 

п'ятий (стерилізація) і шостий (вакуумне сушіння з наступним 
вакуумуванням і зварювання корпуса  із основою датчика). На етапі 

стерилізації досліджувався вплив на qR  наступних промивних агентів: 

1) спирт - дистильована вода; 2) авіаційний бензин - хладон;                 
3) дистильована вода. 
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Найкращий результат був отриманий при використанні у 
процесі промивання агентом спирт-дистильована вода. Можна 

передбачити, що збільшення qR  у 2 рази в процесі стерилізації 

(промивання) викликано осадженням миючих засобів на поверхню 
п’єзоелемента. 

 Таким чином, на етапі стерилізації високі вимоги повинні 
пред'являтися до чистоти засобів промивання. Варто також звернути 
увагу на те, що при вакуумування необхідно застосовувати тип 
зварювання, який забезпечує мінімум газоподібних продуктів. 

5 

7 

3 

100 

300

400 

200 

500 

600 

Ом,qR  

4 3 1 6 2 5 

Рис. 2.4.3 – Зміни динамічних опорів КР АТ - зрізів на етапах складання 
датчика ДТПР: 0 – КР в балоні; 1 – КР без балона; 2 – КР в 
кварцоутримувачі; 3 – опресовка КР; 4 – посадка корпус-основа; 
5 – стерилізація; 6 – вакуумування 
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Неповне відновлення qR  в ПР у порівнянні з величиною, яка 

характерна для вакуумуваного скляного балона пов'язано зі 
збільшенням акустичного зв'язку кварцоутримувач – кварц, 
збільшенням втрат за рахунок внутрішнього тертя в кристалі, тобто з 
уведенням додаткового піджаття кварцового резонатора на етапі 
з'єднання корпуса ДТПР з основою. 

Отримані дані по розподілу qR  у серійних ПР АТ - зрізу, а 

також по варіації величини опору у процесі виготовлення датчиків 
дозволяють зробити висновок, що для забезпечення достовірного 
контролю на всіх етапах зборки ДТПР необхідний технологічний 

багаточастотний генератор, який працює з КР, qR  яких змінюється від 

одиниць до тисяч Ом. Отримані гістограми розподілу для qR  і 

діапазони їх змін у процесі складання датчиків дозволяють 
сформулювати вимоги по вибору ПР як чуттєвого елемента, дають 
науково-практичний матеріал для організації серійного виробництва 
ДТПР і багатопараметрових інформаційно-вимірювальних систем на їх 
основі. 

 
2.5. Нелінійні властивості БПКС 

2.5.1. Вплив рівня збудження на характеристики кварцових 
резонаторів в одночастотному режимі 

 
Нелінійні властивості КР проявляються, насамперед, в ефекті 

ангармонізму коливань, тобто в залежності резонансної частоти КР від 
амплітуди струму збудження. Дана залежність із задовільним степенем 
точності описується співвідношенням, яке одержало назву токової 
характеристики КР [40] 

                                  )1( 2
0 Iff λ+= ,                                 (2.5.1) 

де 0f – резонансна частота КР за малих рівнів збудження; 

    I  – струм через резонатор;  
     λ  – коефіцієнт нелінійності. 

Співвідношення (2.5.1) враховує зворотні відходи частоти в 
діапазоні рівнів збудження до 2 – 20 мА в залежності від конструкції 
КР. Знак коефіцієнта нелінійності залежить від типу зрізу і, зокрема, 
для резонаторів АТ-зрізу позитивний, а для КР БТ - і ХТ - зрізів – 
негативний [41,_131]. Значення коефіцієнта λ  характеризується 
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значним розкидом навіть серед КР одного типу і складає для 

резонаторів АТ-зрізу 2A/1  5,01,0 −  в залежності від виду збуджуємої 
моди коливань [41]. 

Зміна резонансної частоти у зазначеному діапазоні струмів 
збудження супроводжується зворотною зміною динамічного опору 

qR . Причому, починаючи з режиму мікрострумів, qR  спочатку 

зменшується до деякого номінального значення 
minqR , а при 

подальшому збільшенні струму через резонатор – збільшується 
відповідно до співвідношення [40]  

                             )1( 2IRR rqq
ном

λ+= ,                            (2.5.2) 

де rλ  – коефіцієнт нелінійності динамічного опору. 

Амплітудно-частотна (АЧХ) і фазочастотна характеристики 
(ФЧХ) КР при збільшенні рівня збудження також зворотно 
деформуються [132], при цьому знак коефіцієнта λ  однаковий для 
різних гармонік коливання. Збільшення рівня збудження вище 
критичного призводить до стрибків амплітуди і фази сигналу, який 
проходить через резонатор, що обумовлені добре відомим з теорії 
нелінійного коливань гистерезісом АЧХ і ФЧХ нелінійних 
коливальних систем [42, 131, 132]. Подальше збільшення струму 
збудження КР спричиняє незворотні зміни його параметрів [40, 133], 
появу розривів і деформації ТЧХ [133], погіршення шумових 
характеристик [134], розкорельованість відходів частоти через 
старіння на різних гармоніках [135] і втрату працездатності. 

Традиційним методом зниження впливу нелінійних ефектів є 
обмеження максимальної потужності, яка розсіюється на резонаторі. 

В [136] оптимальна потужність збудження КР визначається як 
максимальна потужність, що не викликає провалів активності у 
широкому діапазоні температур від –60°С до +85°С, обумовлених 
виникненням комбінаційних резонансів в наслідок нелінійної взаємодії 
з ангармонічними обертонами двох інших гармонік. Для КР зсувових 
коливань значення оптимальної потужності з деяким наближенням 
може бути визначене з співвідношення: 

  3

3
32

26
323 /1005,4

n

Sf
neSFfNP n

nfномn
≈= −⋅ π ,            (2.5.3) 

де fN  – частотна постійна зрізу; S – площа електрода; n  – номер 

гармоніки;  26e  – п’єзомодуль. 
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В [135] досліджувався вплив рівня збудження на старіння КР 
АТ - зрізу для першої і третьої гармонікі механічних коливань           
(рис. 2.5.1, 2.5.2). Дослідження проводилися для трьох значень 
потужності 

ном
P ,  

ном
P2,0 , 

ном
P3 . Відзначається вплив рівня 

збудження на швидкість відходів резонансних частот, які обумовлених 
старінням КР, а також порушення корельованності цих відходів для 
різних гармонік за рівня збудження 

ном
P3 . Значення qR  при цьому 

змінювалося не більш, ніж на 5 %. Істотним є також виявлення 
залежності зміни знака частотних відходів від зміни температури, що в 
сукупності з впливом рівня збудження вимагає використання 
багаточастотного підходу для оцінки старіння КР. 

Аналіз фізичних причин нелінійності КР, проведений у 
[41, 42, 131, 132], дозволяє зробити висновок, що одним з основних 
механізмів, які викликають зворотні нелінійні ефекти, є нелінійна 
залежність коефіцієнтів пружності КР. Нелінійна поведінка може бути 
описана як у рамках теорії Крилова-Боголюбова, так і на основі 
рівнянь п'єзоелектрики, які враховують коефіцієнти пружності 
третього порядку [132]. 

Дослідження змін структури кристалічної решітки, проведені на 
рентгенівському дифрактометрі [137], дозволили виявити ефект 
«тренування» КР, який полягає у покращенні і стабілізації структури 
решітки при впливі підвищених рівнів збудження для резонаторів з 
невеликою кількістю дефектів, а також квадратичну залежність 
відносної міжплощинної відстані dd /∆  від амплітуди коливань для 
різних гармонік “тренованих” резонаторів. Це пояснюється 
акустичним детектуванням ультразвукової хвилі і, як наслідок, появою 
додаткових механічних напруг у кристалі через ефект електрострикції.   

Вплив температурного розігріву в резонаторах з малим ТКЧ 
відносно невеликий [131]. Істотна зміна температури КР і збільшення 
його добротності більш ніж у 10 разів викликає незначні зміни 
нелінійної поведінки АЧХ. 
 

2.5.2. Вплив рівня збудження на шумові характеристики 
кварцових резонаторів 

 
Збільшення рівня збудження КР, що покращує, як відомо, 

спектральні характеристики КГ в області білого шуму, тобто в області 
значних розстроювань, здатне приводити до збільшення флікер - шуму 
генератора (рис. 2.5.3), що вимагає оптимізації рівня збудження 
резонатора КГ також і з погляду його шумових характеристик [138].  
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Рис. 2.5.1 – Вплив рівня збудження на параметри старіння КР АТ-
зрізу, резонатор № 19 
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Рис. 2.5.2 – Вплив рівня збудження на параметри старіння КР АТ-
зрізу, резонатор № 9 
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Подальше збільшення струму, який протікає через КР, до 
значень, що відповідають появі неоднозначності АЧХ, може викликати 
появу додаткової фазової й амплітудної модуляції вихідного сигналу. 
Вона обумовлена зменшенням струму збудження внаслідок стрибка по 
АЧХ, наступним остиганням резонатора, що супроводжується зміною 
резонансної частоти відповідно до гістерезисного характеру АЧХ, 
новим збільшенням струму збудження і т.п. Період подібних 
флуктуацій складає близько 100 мс [134]. Ефект має місце при 
протилежних знаках ТКЧ і коефіцієнта нелінійності λ . 

У ряді випадків можливе виникнення хаотичних станів КР за 
рівнів збудження, близьких до початку стрибка, які супроводжуються 
генерацією білого шуму зі спектральною щільністю частотних 

флуктуацій /Гц 110 22− , що на чотири порядки перевищує відповідне 
значення при низькому рівні збудження. Природа подібних станів, які 
мають параметричний характер, до кінця не з'ясована [134]. 

 
2.5.3. Нелінійні властивості кварцових резонаторів в 

багаточастотному режимі збудження 
 

Дослідження двочастотних нелінійних характеристик ПР       
АТ - зрізу проводилося в [41] амплітудним фільтровим методом. 
Спільний вплив амплітуди струмів збудження на частоту КР 

∆ f, Гц 

10 

Гц

1
,fS  

1 

2,5мВт 

0.1 

10
22−

 

10
23−

 

10
24−

 

10
25−

 
10

26−

10мкВт 

Рис. 2.5.3 – Типові шумові характеристики кварцових резонаторів 
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пропонується описувати співвідношенням 

                ×++++= )sgn(21[ 22220
jijiiijijiiiii IIIIff λλλλ  

                                                        ]jiijii II⋅× λλ ,                        (2.5.4) 

де 0
ii ff =  при 0=jI , ijλ  – коефіцієнти взаємних струмових 

характеристик. Залежність динамічної ємності 
iqC  для i - тої моди 

коливань від струмів збудження для i - тої і j - тої моди має вигляд  

                          ])/(21[ 20
jiiijiiiqq IICC

ii
λλλ ++= ,                (2.5.5) 

де 0

iqC  - початкове значення динамічної ємності при 0, →ji II . 

В [139] приведені результати досліджень двострумових 
характеристик резонаторів АТ - зрізу з діаметром п’єзоелемента 14 мм, 
радіусом сфери 150 мм на частотах 000,5111 =f МГц , 

104,5513 =f МГц  і МГц  977,6711 =f  як безпосередньо в балоні КР, 

так і в складі багатопараметрового п’єзорезонансного датчика тиску. 
Визначалися  відхилення резонансної частоти, добротності і 
динамічних параметрів КР у режимі «малого» сигналу для 
досліджуваної моди коливань (аналогічно методиці [41]) і у режимі 
«великого» сигналу, коли струми iI  і jI  співрозмірні.  

Аналіз цих результатів показав доцільність переходу з 
амплітудного методу на фазовий у силу більшої точності останнього. 
Крім того, замість евристичної моделі (2.5.4) доцільно 
використовувати аналітичну, яка одержується з нелінійної моделі 
БПКС. 

 
2.5.4.  Рівняння багатострумових характеристик БПКС 
 
 Розглянемо застосування моделі (1.3.19), (1.3.20) для 

одержання багатострумових характеристик, тобто залежностей 
резонансних частот БПКС від рівня збудження для кожної із мод. Дані 
характеристики мають важливе значення для вибору оптимальних 
рівнів збудження і керування резонансними частотами ПРП. 

Цікавлячись лише змінами частот, у рівняннях (1.3.19 – 1.3.21) 
можна зневажити втратами в резонаторі, так як для значень 

добротності 65 1010 ...=Q  зміни частот, обумовлені варіаціями 
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динамічного опору, мають порядок 1210 1010/ −− −=∆ ff , що значно 
менше спостерігаємого експериментально анізохронізму КР. Тоді 
досить розглянути поводження консервативної нелінійної системи, 
одержаної з (1.3.19 – 1.3.21) у вигляді [141] 

                    
,,1   ,cos),()/1(

;sin),()/1(

niga

ga

iiiiiiii

iiiiii

=+=

=

θβµαωωθ

θβµαω

θa

θa
&

&

       (2.5.6) 

де ),( θaig  визначається виразом (1.3.21) за рівних нулю 

дисипативних коефіцієнтів.  
Співвідношення (2.5.6) допускає розв’язання у вигляді 

асимптотичних наближень за ступенями малого параметра µ , які 

одержуються методом усереднення [38, 61]. 
У нерезонансному випадку рівняння першого наближення 

приймуть вид 
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Виконуючи інтегрування одержимо 
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Враховуючи те, що амплітуда заряду зв'язана з амплітудою 
струму через резонатор співвідношенням iii aI ω=  і змінюючи 
порядок підсумовування в (2.5.9) отримаємо з урахуванням варіації T  
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де       [ ] ×=
−1 24 )()()(8)( TTLTT iqiii i
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є коефіцієнтами багатострумових характеристик при довільному числі  
мод коливань збудження. 

У двочастотному випадку з урахуванням лінійних зв'язків 
одержимо 
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Таким чином, коефіцієнти багатострумових характеристик 
визначаються комбінацією коефіцієнтів нелінійної ємності четвертого 
порядку (з урахуванням лінійних зв'язків) подібно тому, як у 
нелінійній теорії п'єзоелектрики при аналізі ангармонізму КР в 
одночастотному режимі збудження [132] отримана пропорційність 
аналогічного однострумового коефіцієнта компонентам тензора 
нелінійної пружності четвертого порядку. Відзначимо, що присутність 
у кристалах ПЕ додаткового дислокаційного механізму формування 
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лінійних і нелінійних зв'язків, який не враховується на даний час 
теорією п'єзоелектрики, призводить до значного розкиду компонентів 
тензорів, які характеризують лінійні й особливо нелінійні зв'язки у ПЕ, 
що, у свою чергу, обумовлює значне (від зразка до зразка до 50 %) 
розходження струмових і багатострумових характеристик, одержаних 
навіть для резонаторів одного типу. Це вимагає індивідуальної 
ідентифікації лінійних і нелінійних параметрів моделі для кожного ПР. 

Ідентифікація ijklC  може бути проведена за наступним 

алгоритмом, який розглянемо на прикладі двочастотного збудження ПР. 
Система рівнянь (2.5.13) включає чотири рівняння і має п'ять 

невідомих 22221222112211121111  , , , , CCCCC . Для їх ідентифікації 

необхідно провести вимір деяких коефіцієнтів багатострумових 

характеристик при двох температурах 1T  і 2T . Одержані в результаті 

п'ять лінійних рівнянь з п'ятьма невідомими за оптимального з погляду 
розв’язуванності системи виборі 1T  і 2T  дозволяють досягти похибки 

визначення порядку 5 %. 
Процес ідентифікації зазначених коефіцієнтів значно 

спрощується при дуже слабких лінійних зв'язках між модами 
коливань. У цьому випадку з урахуванням (1.3.5) співвідношення 
(2.5.13) для 2=n  мають вигляд 
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а температурна залежність коефіцієнтів струмових характеристик 
визначається лише температурною залежністю власних частот і 
динамічних індуктивностей ПР. 
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Таким чином, отримане достатньо строго аналітично рівняння 
багатострумової характеристики (2.5.10) істотно відрізняється від 
евристичної моделі (2.5.4) [132], не має обмеження 2=n  і, як показує 
експеримент, більш точно описує нелінійний режим БПКС. 

     
2.5.5. Дослідження багатострумових характеристик БПКС 

 
Експериментальні дослідження багатострумових характеристик 

БПКС виконувалися за допомогою автоматизованого стенда [139] у 
статичних і динамічних режимах. Розглянемо характерні результати. 

Серед досліджених трьох резонаторів АТ - зрізу типу РК 
194СПБ співвідношення (2.5.15) задовольнялося з похибкою до % 4  
для резонатора зав. № 41 і з похибкою до % 7  для резонатора зав. 
№_11. 

Резонатори збуджувалися на частотах МГц  000,43111 == ff  і 

МГц  631,65112 == ff , мали за 0=T  Гн 56,21 =qL , Гн 34,42 =qL  

для КР № 41 і Гн 47,21 =qL , Гн 74,32 =qL  –  для КР № 11. Виміряні 

величини коефіцієнтів струмових характеристик і обчислені значення 

коефіцієнтів нелінійної ємності четвертого порядку ( Co0=T ) подані 
в табл. 2.5.1. 

На рис._2.5.4_–_2.5.6 приведені температурні залежності 
двострумових характеристик і їх коефіцієнтів, які обчислені у 
відповідності до (2.5.10), (2.5.14) для КР №41, ТЧХ якого для мод 311 і 
511 (рис. 2.4.2) для 00 =T  апроксимувалися за МНК кубічними 

параболами з коефіцієнтами C1/ 107,1 o7
01

−⋅=a , 2o9
01 C1/ 104,6 −⋅−=b , 

3o11
01 C1/ 101,8 −⋅−=c , C1/ 1046,1 o7

02
−⋅=a , 2o9

02 C1/ 1046,4 −⋅−=b , 
311

02 C1/ 107,8 o−⋅=c .  

Значення 
11Lα  і 

12Lα  для КР АТ - зрізу мають величину порядку  

 

Таблиця 2.5.1 – Багатострумові параметри КР 

Зав. 
№ 

2

11

A

,
−

λ
 

2

12

A

,
−

λ
 

2

21

A

,
−

λ
 

2

22

A

,
−

λ
 /ФKл

2

1
1111
−C  

/ФKл
2

1
1122
−C  

/ФKл
2

1
2222
−C  

11 0,288 -0,519 -0,363 0,245 311041,4 −⋅  311068,1 −⋅  321054,4 −⋅  

41 0,354 -0,511 -0,332 0,355 301046,3 −⋅  311058,1 −⋅  321069,2 −⋅  
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C/ o4 1102 −⋅ . Одержані залежності добре узгоджуються з 
експериментально визначеними у роботі [140] для одночастотного 
режиму коливань. 

Приклади сімейств триструмових взаємних характеристик за 
істотно різних струмів ангармоніки та 5-тої механічної гармоніки 
приведені на рис. 2.5.7, 2.5.8. Видно, що їх квадратичний характер 
зберігається. 

 
2.5.6. Багатострумове керування п’єзорезонансними системами 
 

Поряд із традиційними методами забезпечення керованості ПРП 
за допомогою перестроювання реактивних елементів, які мають низьку 
ефективність на механічних гармоніках представляється дуже 
перспективним здійснення перелаштування резонансних частот за 
рахунок використання явища анізохронізму. У цьому методі 
перелаштування АЧХ моди з частотою kω  досягається зміною рівня 

збудження однієї чи декількох додатково збуджуємих мод. 
Співвідношення (1.3.31) і (1.3.32) встановлюють зв'язок між 

компонентами векторів амплітуд напруг на виходи БПКС u , різниць 
фаз Ф , частот вхідних сигналів ν , власних частот лінійного 
резонатора Ω  і його температурою T  з урахуванням як лінійних, так 
і нелінійних зв'язків між збуджуємими модами коливань. Наявність 
перших виявляється у виникненні провалів активності ПР у інтервалі 
температур. Цей ефект усувається в раціональній конструкції 

резонатора, для якої 1=iβ  ),1( ni = , варіація багатострумових 

характеристик і динамічних індуктивностей у інтервалі від –60°С до 
+60°С складає 1 – 2 % і може не враховуватися у більшості 
застосувань. З урахуванням цього, (1.3.31), (1.3.32) набувають виразу 

[ ]iiqi
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iн

i ROR
L
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Ф
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R
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i +−= )(
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cos
2

~
0
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ε
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Рис. 2.5.4 – Температурні залежності двострумових характеристик КР 
за зміни струму моди 311: мода 311 (а) та мода 511 (б) 
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Рис. 2.5.5 – Температурні залежності двострумових характеристик КР 
за зміни струму моди 511: мода 511 (а) та мода 311 (б) 
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Рис. 2.5.6 – Температурні залежності коефіцієнтів двострумових 
характеристик КР: мода 311 (1) та мода 511 (2) 
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Рис. 2.5.7 – Триструмові взаємні характеристики при I051=0,18 мА 
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У стаціонарному режимі 
 
                 ( )iiqiiiнi RORФRu

i
+= )(/cos

0
uε ;                              (2.5.20)   

                 [ ]












−+= iiii
i

i

н

q
i TT

u

R

L
Ф

i

i νωχω
ε

)()()(
2

arcsin u .       (2.5.21) 

Підставляючи (2.5.20) у (2.5.21), після ряду перетворень 
одержимо 

[ ] [ ]
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Рис. 2.5.8 – Триструмові взаємні характеристики при I051=1,57 мА 
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Введемо позначення: 

        22

0
/1 iii νωδ −= ,                                                                    (2.5.24) 

             
00

/ qiqii RLQ
i

ω= ; )/(
00 iqiqiiе

RRLQ
i

+= ω ;              (2.5.25) 

             )/(
00 iqiнi RRRK

i
+= ; )/(

0 iqiqi
н

i RRR +=α ,             (2.5.26) 

де iδ  – відносне розладнання;  iQ , 
iе

Q - власна й еквівалентна 

добротність для першої моди; 
0iK – коефіцієнт передачі ПР у 

лінійному резонансному режимі; н

iα - коефіцієнт. 

Тоді з (2.5.22), (2.5.23) за 0TT = , 0=T  одержимо АЧХ і ФЧХ 

БПКС: 
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На рис._2.5.9,_2.5.10 приведені АЧХ і ФЧХ для 2=n , які 
розраховані за експериментально визначеними для ПР РК 194СПБ 
№ 41 значеннями Ом 28

01 =qR , Ом 100
02 =qR , Ом 28

21
==

нн
RR , 

Ом 291 =R , Ом 1012 =R ; 2
11 1/A  354,0=λ , 2

12 1/A   511,0−=λ , 
2

22 1/A   355,0=λ , 2
21 1/A  332,0−=λ ; 22

11 1/A  108,7 −⋅=rλ , 
22

12 1/A  105 −⋅−=rλ , 22
22 1/A  1025,2 −⋅=rλ , 23

21 1/A  106,4 −⋅=rλ ; 
6

1 106,2 ⋅=Q , 6
2 106,1 ⋅=Q . 

З'ясуємо характерні риси поводження АЧХ і ФЧХ за 
багатострумового керування. Знаходячи з (2.5.27) похідну ii ддu δ/ , 

можна побачити, що її значення залежить не тільки від рівнів 
збудження для k  мод ku  через функцію )(uχ , але і від величини 

ik ддu δ/   і, отже, зміна рівня збудження для інших мод призводить, в 

принципі, не тільки до зсуву АЧХ і ФЧХ i -тої моди за віссю 
розстроювань, але і до її деформації. Цей ефект тим менше, чим менше  

iu ,   що   підтверджується   результатами   розрахунків,  які  приведені 



Глава 2 

 112
 

В,2u  

04,02 =ε  

08,02 =ε  
12,02 =ε  

18,02 =ε  

05,0  

1,0  

0  5
1005,1

−⋅  
5101.2 −⋅  5

1005,1
−⋅−  5

101,2
−⋅−  

f
f∆  

Рис. 2.5.9 – Амплітудно-частотні характеристики  РК 194СПБ № 41 
для 2=n , 01 =ε  

 

рад,2Ф  

04,02 =ε  

08,02 =ε  

12,02 =ε  

18,02 =ε  

2π  

0  5
1005,1

−⋅  
5

101,2
−⋅  5

1005,1
−⋅−  5

101,2
−⋅−  

f
f∆  

2π−  

Рис. 2.5.10 – Фазо-частотні характеристики  РК 194СПБ № 41 для 
2=n , 01 =ε  
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на рис. 2.5.11, 2.5.12. Тут величина B 2,02 =ε  навмисно обрана такою, 

щоб на частоті 2ω  ПР працював в явно нелінійному режимі. Як видно, 

можливий діапазон струмового перестроювання частоти напругою 1ω  

перевищує 5101 −⋅ , причому деформації АЧХ і ФЧХ практично 
відсутні. Повна відсутність взаємної деформації АЧХ і ФЧХ має місце 
для резонансного збудження всіх n  коливань БПКС, тобто  

                            0/ =ii ддu δ   ∀   .,1 ni =                       (2.5.29) 

Виходячи з (2.5.27) цю умову запишемо у вигляді 

[ ] [ ]×−−−−− ∑

≠
=

1)((12)/41()(2

1
1

2
2 uu i

н

iik

n

k
k н

ki
iie Oддu

R

u
Q

k

k
pi

αδ
λ

δχ  

                           0

1
1

2 =×∑

≠
= i

k
n

k
k н

kri
д

дu
R

u

k

k

δ
λ

,         (2.5.30) 

де 
piδ  – резонансне розладнання. Взаємна деформація 

характеристик відсутня за будь-яких рівнів збудження, якщо 

)(2 uii p
χδ = .                                      (2.5.31) 

Аналіз вимог до величини допустимих розладнань, за яких у 
процесі багатострумового керування відсутні стрибки амплітуд і фаз 

показав, що за 610≈
ie

Q  їх значення має порядок 7102⋅ . З цього 

погляду доцільне застосування в багаточастотних ПРП з керуванням 
струмом фільтрових керуючих автогенераторів зі змінною 
амплітудою. 

Очевидно, що тип зрізу ПЕ визначає ступінь анізохронізму 
БПКС і крутизна керування струмом. Зокрема, у [118] вказується, що 
SC- зріз у від 3 до 10 разів у порівнянні з АТ знижує чутливість ПР до 
рівня збудження, а крутість керування моди C  модою B  оцінюється з 

[114], як /дБ  /)/( 1101 9−⋅≤∆∆ BPff c . 

При цьому є підстави вважати, що рівень частотних флуктуацій 
основного (керованого) коливання з низьким рівнем збудження не 
буде помітно зростати при збільшенні рівня збудження додаткового 
(керуючого) тому що при цьому збільшуються лише флікер-шуми 
останнього [138] (рис. 2.5.3),  а  частотне  рознесення  між  цими двома 
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Рис. 2.5.11 – Амплітудно-частотні характеристики  РК 194СПБ № 41 
для 2=n , 02,02 =ε  
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Рис. 2.5.12 – Фазо-частотні характеристики  РК 194СПБ № 41 для 
2=n , 02,02 =ε  
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коливаннями велике. 
Варто згадати про ще один можливий спосіб електричного 

керування БПКС – за допомогою електричного поля. БПКС 
двоповоротних зрізів мають високу лінійність такого виду керування 

[103, 126]. Зокрема, БПКС із ПЕ зрізу oo 24,907,105 // −xzlb , у якому 

за прикладенні подовжнього поля збуджувалися коливання моди А і 
моди С з номінальними частотами кГц  9,2643=Af  і 

кГц  0,4895=Cf  відповідно, у діапазоні напруг керування кВ  5,2±  

були забезпечені лінійні коефіцієнти керування 0/)/(1 == uлін dudffK : 

/B  11074,1 9−⋅−=
лінAK , 1/B  1044,0 9−⋅−=

лін
CK  за квадратичних 

0
2 2 /)/1(

=
=

uквад dufdfK : ,1/B 1053,0 2 14−⋅=
квадAK  2 141/B 1016,0 −⋅−=

квадCK . 

Потреба у високих напругах керування і ряд інших недоліків не 
дозволяє розглядати даний метод керування як альтернативний 
багатострумовому. 
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 

В даній главі сформульована система специфічних вимог до 
БПКС, які базуються на теорії багаточастотного підходу. Проведено 
класифікацію БПКС з погляду їх конструктивних особливостей і 
оцінки ступеня відповідності сформульованим вимогам кожного з 
класів 

Приведені результати комплексних досліджень двох найбільш 
перспективних класів монолітних багаточастотних систем за їх 
чутливостю до ансамблю факторів впливу у діапазонах їх зворотної 
дії: силовому механічному навантаженню, стаціонарному і 
нестаціонарному впливу температури, варіації рівня збудження. За 
результатам встановлено : 

– відсутність розривів у багатомірних СФП перетворення і їх 
стаціонарність; 

– можливість вибору мод збудження за СФП з метою спрощення і 
підвищення точності ідентифікації ФВ;   

– наявність сильного кореляційного зв'язку ( 9,0 - 8,0=kr ) між 

значеннями резонансних частот БПКС у багатьох сполученнях ФВ, що 
варто використовувати при розробці інваріантних ПРП. 

Сукупність перерахованих фізичних властивостей БПКС 
задовольняє вимогам теорії інваріантних ПРП і гарантує принципову 
фізичну реалізуємість багаточастотного підходу у більшості 
практичних випадків. 

В поєднанні теоретичної нелінійної моделі ядра ПРП з 
експериментом отримані вирази багатострумових характеристик 
частот і динамічних опорів. Ці вирази уточнені у порівнянні з 
відомими евристичними виключеннями і справедливі для довільного 
числа одночасних коливань збудження. 

Теоретично обґрунтований і експериментально підтверджений 
метод багатострумового керування БПКС шляхом цілеспрямованої 
зміни рівня збудження однієї або декількох мод з метою 
перестроювання резонансної частоти іншої. Практично реалізоване 

перестроювання 5101 −⋅±  здійснюється без введення розширювальних 
індуктивностей, не обмежує величину ємнісного відношення і номер 
гармоніки резонатора. 

На основі експериментальних даних проведена оцінка розподілу 
величини динамічного опору серійних ПР АТ - зрізу на механічних 
гармоніках (3-й, 5-й і 7-й). Показано, що найбільш реалістично 
оцінювати закон розподілу 

iqR  у партії за рівномірним законом, 
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причому в найгірших випадках спостерігається зміна динамічного 
опору 

minmax
/

ii qq RR  більш ніж на порядок. Такий же розкид виникає 

при варіації температури у інтервалі від Co60−  до Co100+ . В 
процесі ж виготовлення п’єзорезонансних датчиків тиску на основі 
БПКС величина 

iqR  може зростати до двох разів. 

Отримані дані складають наукову основу інженерних розробок 
інваріантних ПРП. 
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ЧАСТИНА  2 
 

ДИНАМІКА ІНВАРІАНТНИХ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНИХ СИСТЕМ 
 

ГЛАВА 3 

БАГАТОЧАСТОТНА П’ЄЗОРЕЗОНАНСНА СИСТЕМА ЯК 
ДИНАМІЧНИЙ ОБ’ЄКТ 

 
В попередніх главах розгляд питань побудови інваріантних 

п’єзорезонансних пристроїв проводився, як правило, за статичної 
(квазістатичної) інтерпретації умов їх функціонування, що характерно 
для стаціонарного режиму роботи ПРП під впливом повільнозмінних 
ФП. Однак, функціювання ПРП досить часто пов’язано з умовами, які 
носять суто нестаціонарний характер, наприклад, на етапі 
встановлення коливань у БПКС або дії на них швидкоплинних 
дестабілізуючих факторів. Дані умови стають визначальними для 
сучасних мініатюрних кварцових резонаторів поверхневого монтажу з 
малими значеннями теплових констант або для досить великого класу 
ПРП – термостатованих п’єзорезонансних пристроїв або резонаторів – 
термостатів, де різки зміни температури на етапі встановлення 
коливань обумовлені самим принципом роботи даних пристроїв. Не 
менш актуальні дані питання і для вимірювальних систем з 
використанням ПРП, де вимірювані параметри можуть розглядатися як 
швидкоплинні ФП. Це суттєво ускладнює задачу забезпечення 
інваріантності і потребує специфічних підходів, що може бути 
досягнуто більш детальним вивченням властивостей багаточастотних 
п’єзорезонансних систем як динамічних об’єктів та забезпечення їх 
інваріантності в умовах параметричної нестаціонарності.        

В даній главі викладені результати досліджень динаміки БПКС 
на основі математичної моделі нелінійного ядра ПРП. На прикладі 
тричастотного збудження БПКС розглянуто особливості процесу 
встановлення багаточастотного режиму генерації та визначено області 
його стійкості. Запропонована  методика вибору параметрів БПКС 
дозволяє проводити синтез широкого класу інваріантних ПРП за 
критерієм мінімуму часу встановлення коливань та оптимізацію 
динамічних параметрів існуючих пристроїв. Дані дослідження 
формують теоретичну основу створення нового класу багаточастотних 
п’єзорезонансних автоколивальних систем з керованими динамічними 
властивостями, в якому на базі математичної моделі БПКС параметри 
системи змінюються у відповідності до поставленої мети забезпечення 
необхідних динамічних властивостей.  
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3.1. Концепція побудови інваріантної БПКС з керованими 
динамічними характеристиками 

 
Розглянемо узагальнену структуру інваріантного ПРП з 

керованими динамічними характеристиками, яка представлена на 
рис..3.1.1. ЇЇ основним елементом є ядро ПРП – БПКС з допоміжними 
колами керування, узгодження та термостабілізації. Система 
оптимального (субоптимального) оцінювання і ідентифікації формує 

оцінки вектор стану CX̂  та вектора параметрів 
П

X̂  динамічної моделі 
ПРП (мається на увазі параметрична ідентифікація). На основі 
інформації системи оцінювання і ідентифікації поточного стану ПРП 
та екстраполяції її поведінки на основі динамічної моделі ПРП система 
оптимального керування формує вектор заданих впливів 

З
X , який 

відповідним чином впливає на траєкторію руху вектора вихідних 
сигналів Y . На систему оптимального керування подається вектор 
обмежень Α , який враховує специфіку фізичної реалізації БПКС. 
Інформація з системи оптимального керування 

З
X′  використовується 

також під час оцінювання та ідентифікації поточного стану ядра ПРП.   
З точки зору теорії автоматичних систем інваріантний ПРП з 

керованими динамічними характеристиками (рис..3.1.1) можна 

Ядро ПРП 
Y Система 

 оптимального (субоптимального) 
оцінювання і ідентифікації 

Динамічна 
модель ПРП 

Формування 
оптимального керування 

Система оптимального керування 

ПС
XX ˆ ,ˆ

ФВ 

З
X

З
X′

Α

Рис. 3.1.1 – Узагальнена структура ПРП з керованими динамічними 
властивостями 
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розглядати як адаптивну систему, яка передбачає мінімізацію 
квадратичної оцінки характеристик перехідного процесу [35] 

( ) ( )( ) ( )( )∫ ∑∑∑∑
∞














′+=
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пппп

2 
2

2 
22 2

1
2

2 ...... dtyyyyI
m
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n

m

i
i
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n

mmmm
τττ ,  (3.1.1) 

де 
jjj

yyy
вс 0п

−= , ( )tyy jвс
tj ∞→

= lim  та 
j

y0  – стаціонарне та 

початкове значення параметру; mj ,0= ; iτ  – константи; n – 

найбільший порядок похідної; m  – кількість частот генерування. 
Окреслимо основні механізми, які визначають динамічні 

властивості багаточастотних п’єзорезонансних коливальних систем. 
1._Висока добротність прецизійних КР [142] обумовлює великі 

значення постійних часу кіл БПКС ( c 05,001,0 − ), що значно затягує 
процеси встановлення стаціонарної амплітуди коливань у порівнянні з 
LC/-/системами. За наявності механізмів амплітудно-фазової інверсії 
це призводить і до збільшення часу встановлення частоти коливань як 
одного із основних параметрів ПРП. 

2._Перехід до багаточастотного режиму збудження КР, що 
необхідно для забезпечення інваріантності ПРП, значно ускладнює 
характер перехідних процесів в БПКС. Це викликано наявністю 
конкуренції коливань в каналах збудження, яка призводить до 
взаємовпливів динаміки одного коливання на інше [143, 144]. 

3._Перехід до багаточастотного збудження вимагає більш 
жорсткого контролю сумарної потужності збудження та теплового 
стану КР. Швидкі зміни теплових потоків суттєво спотворюють 
температурне поле ПЕ, що обумовлює появу значних градієнтів 
температури. При цьому спостерігаються характерні термодинамічні 
зсуви частот, які помітно затягують динамічні процеси в БПКС. 
Цілком реальна ситуація, коли термодинамічні складові зсувів частоти 
є домінуючими; ситуація ускладнюється тим, що швидкі зміни 
температури різко спотворюють частотні властивості КР, при цьому 
таке поняття як ТЧХ в цих умовах втрачає зміст [145, 146]. 

4._Необхідність виділення близько розташованих частот 
(ангармонік), забезпечення стійкості багаточастотного режиму 
генерації вимагає використання у фільтруючих колах ПРП 
вузькосмугових фільтрів (кварцових, ПАХ), що також погіршує 
динаміку перехідних процесів БПКС [147, 148]. 

Однією із важливих задач під час побудови даних систем є 
забезпечення достовірної ідентифікації стану БПКС. Отримання 
інформації, так би мовити із «затримкою», що характерно для 
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подібних пристроїв, призводить до формування не оптимальних 
керуючих впливів, що ускладнює тим самим і так не прості динамічні 
процеси, які відбуваються в інваріантному ПРП [149, 150]. 

  
3.1.1. Базова структура ядра багаточастотного ПРП 

 
Висока ефективність багаточастотного режиму генерації  

забезпечується лише за умови високої стійкості та стабільності 
генеруємих коливань. Це можливо лише при використанні фільтрових 
схем КГ, в яких КР включений у коло зворотного зв’язку і збуджується 
на частотах близьких до частот його власних послідовних резонансів. 
В деяких випадках, за умови обмеження кількості генеруємих  
коливань m , знаходять використання інші схеми, наприклад, 
осциляторні, які прямо або опосередковано можуть бути приведені до 
базової фільтрової схеми [151]. 

На рис..3.1.2 представлена базова структура БПКС – ядра ПРП 
[145], яка складена на основі принципів побудови фільтрових схем та 
містить пасивний багаточастотний кварцовий чотириполюсник (БКЧ), 

основою якого є кварцовий резонатор 
jqz , mj ,1= , n  каналів 

збудження, які включають в себе узагальнений нелінійний елемент 

НЕi, ni ,1=  і фазуючо-вибірне коло нелінійного зворотного зв’язку 
(ЗЗ). Використання в якості НЕ керованого джерела струму дозволяє 
охопити весь клас триполюсних активних елементів (АЕ) – біполярних 
та польових транзисторів, які знайшли найпоширеніше використання в 
генераторах коливань. Для зручності аналізу провідності кіл АЕ 
віднесені до БКЧ. Стабілізації режиму роботи НЕi забезпечується 
колом автоматичного зміщення з комплексним еквівалентним опором 

iаз
z . Нескладна модифікація відповідних зв’язків та елементів БПКС 

дозволяє використання в якості НЕ двополюсних АЕ з від’ємною 
ділянкою вольт-амперної характеристики (ВАХ), наприклад, 
тунельних діодів.  

Нелінійні кола ЗЗ з коефіцієнтом передачі ( )τ,, jwuK ji ∑ , 

mj ,1= , ni ,1=  мають багатофункціональне призначення. Окрім своєї 

основної функції – завдання необхідних амплітудно-фазових 
співвідношень у каналах збудження, кола ЗЗ забезпечують істотне 
зниження конкуренції коливань за рахунок власних вибірних 
властивостей ( )jwK ji , а також, за необхідності, автоматичне 
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регулювання амплітуди коливань з метою фіксації заданої 
(максимально допустимої) потужності розсіювання на КР (за рахунок 
нелінійної залежності ( )

∑uK ji  від сумарної напруги ∑u  на виході 

БКЧ. 
Необхідна спектральна чистота вихідного сигналу, в залежності 

від функціонального призначення БПКС, підтримується вибором 
співвідношення між кількістю частот, які генеруються m  і каналів 
збудження n  (звичайно обирається nm= ). В загальному випадку в 
БПКС можуть входити також елементи, які забезпечують додатковий 
зворотний зв’язок для комбінаційних складових (сумарних або 
різницевих), які необхідні для стимуляції, або, навпаки, придушення 
найбільш інтенсивних комбінаційних складових, що виникають від 
впливу на НЕ полігармонічних коливань. 

На рис..3.1.2 введені також наступні позначення: 

( )
iii вхвхвх jwRz τ+= 1 , ( )

iii вихвихвих jwRz τ+= 1  – комплексний 

Рис. 3.1.2 – Базова структура ядра багаточастотного ПРП 
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вхідний опір парціального кола ЗЗi та вихідний опір НЕi; 

( )
ΣΣΣ +=

вхвхвх jwRz τ1 , ( )
ΣΣΣ +=

вихвихвих jwRz τ1  – комплексні 

еквівалентні опори БКЧ, які визначають фазові співвідношення в 
каналах збудження схеми;  

( )
iii азазаз

jwRz τ+= 1  – комплексний опір i.-.того кола 

автоматичного зміщення; 

iii азазаз
CRT = , 

iii вхвхвх
CR=τ , 

iii вихвихвих
CR

   
=τ , 

ΣΣΣ
=

   вхвхвх
CRτ , 

ΣΣΣ
=

   вихвихвих
CRτ  – постійні часу відповідних кіл, де 

∑
−−

Σ
=

i
вхвх i

RR 11 , ∑
−−

Σ
=

i
вихвих i

RR 11  і ∑=Σ
i

вхвх i
СС , ∑=Σ

i
вихвих i

СС  

– сумарні провідності і ємності; 

( ) ( ) ( )τττ iiii EEve
j

~++=∑  – керуюча напруга на вході НЕi, де 

iE , ( )τiE
~

 – постійна та змінна складові напруги автоматичного 

зміщення; 0tt −=τ  – проміжок часу з початкового моменту 0t  

(моменту включення живлення);  

( )∑=Σ
i

eвих ii
ii  – сумарний струм на вході БКЧ; 

( ) ∑ +⋅+=
Σ

j
jjj twUUu )](cos[)()(0 τϕτττ  – напруга на 

виході БКЧ, де ( )τjU , jw  і ( )τϕ j  – обвідна, частота і фаза j - того 

коливання відповідно. 
В прецизійних БПКС, де КР зазвичай використовується в 

режимі малих струмів, нелінійністю 
jqz  можна зневажити: 

           
))1((

)1(1
2

2

0 j
j

qjj

jj
q mj

j

wC
z

+−+
+−

=
ξδ

δξ
, mj ,1= ,             (3.1.2) 

де 
jqjj ww=ξ , ( ) 5,0 −=

jjj qqq CLw  – відносне розладнання 

частоти,  j – та резонансна частота КР;   

jj qqjj CwRQ == 1δ  – загасання поблизу j – тої частоти резонансу;  
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0CCm
jj qq =  – ємнісне відношення; 

jqL , 
jqC , 

jqR  і 0C  – 

динамічні індуктивність, ємність, опір та паралельна ємність КР 
відповідно. 

 
3.1.2. Узагальнені амплітудно-фазові рівняння руху БПКС  

 
Поведінка БПКС у відповідності до її структури (рис..3.1.2) 

повністю описується системою диференціальних рівнянь [146]: 

                    ∑ ∑ 












⋅⋅= ΣΣ

i
ii

j
jiвих

E,E,uKiZ(p)u
i

 
~

 ,                  (3.1.3) 

                       ( )













⋅⋅−= ∑ Σ ii

j
jiвихазi E,E,uKipzE

ii
 

~
 ,                 (3.1.4) 

де ))()()(/())( )(()( pzpzpzpzpzpZ qвихвхвихвх
++=

ΣΣΣΣ
  (3.1.5) 

– символічний коефіцієнт передачі БКЧ, який є керуючим опором 
БПКС; dtdp ≡ .  

Керуючий опір )( pZ  (3.1.5) можна представити у вигляді 

відношення 

                 
),(

),(
)(

δ
δδ

pQ

pP
pZ

⋅= ,                               (3.1.6) 

де ),( δpP , ),( δpQ  – поліноми від p ; δ  – малий параметр, який 

фізично для резонансних систем є величиною затухання.  
Тоді, з урахуванням (3.1.6), рівняння (3.1.3) перетворюється до 

вигляду 

 ∑ ∑ 












⋅=⋅ ΣΣ

i
ii

j
jiвих

E,E,uKipPupQ
i

 
~

 ),(),( δδδ .         (3.1.7) 

В загальному випадку розв’язок рівняння (3.1.7) представляє 
собою суму коливань з частотами, які визначаються власними 
резонансними частотами БКЧ, які є близькими до власних резонансних 
частот 

jqw  КР (нормальні частоти породжуючої системи 

0),( =⋅ ΣupQ δ ), їх електричних гармонік )(
Г

m  і комбінаційних 
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складових )(
К

m  з повільно змінними амплітудами і фазами: 

   ∑
=

+=
Σ

M

j
jjj tUu

1

))(cos()( τϕωτ , 
КГ

mmmM ++= .      (3.1.8) 

Враховуючи те, що резонансні частоти 
jqw  БКР, як правило, не 

знаходяться в цілочисельному співвідношенні, електричні гармоніки і 
комбінаційні складові не попадають в смуги прозорості БКЧ. Тоді 

                                   ∑
=

+=Σ

m

j
jqj tUu

j
1

))(cos()( τϕωτ ,                 (3.1.9) 

де )(τjU  і )(τϕ j  – повільно змінні параметри. 

Відповідно, напруга керування на входах НЕi представляється як 

          ∑
=

+=
m

j
jiqjii tVv

j
1

)](cos[)( τψωτ ,                  (3.1.10) 

де jijji KUV ⋅= ; jijji ϕϕψ ∆+= ; jiK , jiϕ∆  – коефіцієнт 

передачі та фазовий зсув і.-.того кола ЗЗ для j.-.тої  резонансної 
частоти БКР. 

Вихідний струм в рівнянні (3.1.7) з точністю до малого 
параметра δ  можна записати у вигляді: 

    
,)](cos[)

~
,,(                             

)
~

,,()(

1
∑
=

++

+=
m

j
jiqiijiji

iijiioiвих

ttEEVI

EEVIei

j

i

ψω
     (3.1.11) 

де jijiijijijiiijijiiijiji KUEEVSVEEVSEEVI ⋅⋅=⋅= )
~

,,()
~

,,()
~

,,( ; 

( )[ ]iijiвих

ji
iijiji EEVi

V
EEVS

ij
L ~

,,
1

)
~

,,( =  – усереднена крутизна для 

j .-.того коливання; [ ]•
j
L  – оператор усереднення. 

За умови введення комплексних амплітуд )exp( jjj jUU ϕ=& , 

)exp( jijiji jII ψ=&  і комплексного коефіцієнта передачі кола ЗЗ 

)exp( jijiji jKK ϕ∆=& , виконуючи перетворення на основі теореми 
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зміщення операційного числення, отримаємо з (3.1.7) рівняння 
відносно повільно змінних комплексних амплітуд: 

=+′ jjqj UjpQ
j

&),( δω ∑
=

+′
n

i
iijijiqjj EEVIjpP

j
1

),
~

,(),( &δωδ ,  (3.1.12) 

або, з урахуванням (3.1.6), 

       ∑
=

⋅×⋅+′=
n

i
jiiijijijqj KEEVSUjpZU

j
1

),
~

,(),( && δω .       (3.1.13) 

Тут введений зміщений оператор 
jqjwpp −′= , який діє на 

відміну від оператора p  не на миттєві значення напруг і струмів, а на 

їхні комплексні обвідні. 
За умови розгляду поведінки )( pZ j ′  в області малих 

розладнань δ≈′
jqwp /  і збереження лише членів першого порядку 

малості відносно δ  можна від (3.1.5) перейти до більш компактного 
запису [147]: 

            
)1(

)(
jjj

e
фj TjTp

R
KpZ j

j ω∆+′+
=′ & ,                  (3.1.14) 

де jqj j
wT δ2=  – постійна часу низькочастотного еквівалента    

j.-.тої парціальної коливальної системи; 

)/(
jj qвихвхвихвхе

RRRRRR ++⋅=
∑∑∑∑

 – еквівалентний опір 

БКЧ для  j.-.того коливання; 

]/)(1[/1
jjj qвихвхjee RRRQ

∑∑
++≈= δδ ; 

 ( )
jjj

qqвихвихвхвхq RQRRww 22

ΣΣΣΣ
+=∆ ττ – поправка до частоти 

j.-.того коливання КР, яка зумовлена тим, що укорочення проводилося 
відносно його власних частот 

jqw  без урахування фазових зсувів, які 

виникають за рахунок кіл ЗЗ; 

 )exp(
jjj ффф jKK ϕ∆=&                      (3.1.15) 

– комплексний коефіцієнт передачі еквівалентної фазового кола для      
j.-.тої частоти, причому: 
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 2)(1/1
jjj фqф TK ⋅+= ω ; )(

jjj фqф Tarctg ⋅−=∆ ωϕ ; 

)()( 00 ΣΣΣΣ
+++≈ вихвихвхвхф CCRCCRT

j
 – постійна часу 

фазової ланки, яка визначає наявність фазового зсуву між миттєвими 
значеннями напруги )(tu  і струму )(ti . 

Підставивши (3.1.14) у вираз (3.1.13) та розділивши дійсну та 
уявну частини отримаємо в кінцевій формі скорочені рівняння для 
амплітуд, фаз коливань БПКС, а також напруг автозміщення [152]: 

j

n

i
фjijiiijijiфe

j
j UKEEVSKR

dt

dU
T

jjj
⋅











−∆+∆⋅= ∑

=1

1)cos(),
~

,( ϕ ; 

∑
=

∆−∆+∆⋅=
n

i
jjфjijiiijijiфe

j
j TwKEEVSKR

dt

d
T

jjj
1

)sin(),
~

,( ϕ
ϕ

;  

[ ]iiijiiазаз
EEEVIR

dt

Ed
T

ii

~
),

~
,(

~

0 −−= ; mj ,1= ; ni ,1= ,              (3.1.16)    

або у матричній формі 

UERG
U

T mma ⋅−⋅= ][
dt

d
;                                   

m1E∆RG
Φ

T p ⋅−⋅= ][
dt

d
;                            (3.1.17) 

)
~

(
~

EIR
E

T 0аз

аз

аз
+⋅−=

dt

d
,  

де ),...,( 1 mTTdiag=T , ),...,(
1 nазаз

TTdiag=
аз

T  – матриці 

постійних часу парціальних кіл БПКС; 
Т

1 ),...,( mUU=U , Т

1 ),...,( mϕϕ=Φ , Т

1
)

~
,...,

~
(

~
nазаз

EE=
аз

E  –  

вектори амплітуд, фаз коливань БПКС та напруг автозміщення; 
ТcosRe ϕ∆GGGa

&& == ,  ТsinIm ϕ∆GGGр
&& ==  – матриці 

дійсної та уявної складових еквівалентної комплексної провідності 
активної частини генератора, елементи яких формуються за правилом 

)(Re jijia gg
ji

δ= , )(Im jijiр gg
ji

δ= , де jiδ  – символ Кронекера; 
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





















=

mnmnmmmm

nn

nn

KSKSKS

KSKSKS

KSKSKS

 ... 

.  .  .                   

  ...  

  ...   

2211

2222222121

1112121111

   

  

G&
 – матриця модулів приведених 

еквівалентних комплексних провідностей БПКС розміром nm× ; 

фе KRR ⋅=  – матриця приведених опорів, ( )
meee RRRdiag ,...,,

21
=eR , 

( )
mффф KKKdiag ,...,,

21
=фK ; 

 





















∆+∆∆+∆∆+∆

∆+∆∆+∆∆+∆

∆+∆∆+∆∆+∆

=

))...(( )(

.  .  .                                   

)( ... )( )(

)( ... )( )(

21

22222221

11112111

mmm фmnфmфm

фnфф

фnфф

ϕϕϕϕϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ
ϕϕϕϕϕϕ

ϕ∆ _– 

матриця розміром nm× , яка визначає фазові співвідношення в 
каналах збудження БПКС; 

),...,( 11 mmTTdiag ωω ∆∆=∆  – матриця узагальнених розладнань; 

),...,(
1 nазаз

RRdiag=
аз

R  – матриця опорів автозміщень; 

T
010 ),...,(
n

II=0I – вектор постійних складових вихідних струмів 

)( iвих
ei

i
; 

mmE , m1E  – одинична матриця розміром mm×  та одиничний 

вектор-стовпець 1×m ; 
m  – кількість частот генерування, n  – кількість каналів збудження. 
 
3.1.3. Рівняння руху БПКС за поліноміальної апроксимації 

прохідної характеристики активних елементів 
 

Основними типами активних елементів, які найчастіше 
використовуються для побудови високостабільних автоколивальних 
систем, є напівпровідникові біполярні та польові транзистори. Їх 
нелінійні характеристики добре апроксимуються повною 
поліноміальною функцією не вище п’ятого порядку, що дозволяє 
отримати досить зручні аналітичні вирази для аналізу умов стійкості 
багаточастотного режиму коливань та спектрального складу сигналу 
на виході НЕ за умов дії на його вході багаточастотного сигналу [153, 154].  
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 За поліноміальної апроксимації струм на виході i -.того НЕ 
може бути представлений у вигляді 

    











++= ∑

=

k

r

r
змirsiвих ii

XvaaIei
1

)()( 0 , ni ,1= , 5,3=k ,    (3.1.18) 

де sii ISvv /0⋅=  - нормована напруга керування; 

iii змзмзм
xxX ~+= ; ssiзм

ISEEx
i

/)( 0⋅−= , siзм
ISEx

i
/

~~
0⋅=  – 

постійна і змінна складові величини нормованого зміщення на НЕі; 

sIaa /00 = , ( ) rr
srr SIaa 0/1−⋅=  – нормовані коефіцієнти 

апроксимуючого  поліному; 

ss EI ,  –  координати  точки  в  центрі  ВАХ  з  максимальною 

крутизною 0S . 

Розглянемо випадок тричастотного збудження КР – 3== nm . 
Після використання тригонометричних формул кратного аргументу за 
умов дії сигналу (3.1.10) з постійною складовою та виконання 
усереднення у відповідності до (3.1.11), спектральні компоненти на 
виході і.-.того НЕ за апроксимації поліномом третього степеня 
запишуться як 

       [ ]iijijijiji BaASVSVI 1310 75,0 ⋅+⋅=⋅= ;                 (3.1.19) 

          ][ 23220 )3(5,0 iзмis BXaaAII
ii

++= ,                      (3.1.20) 

a за апроксимації поліномом п’ятого степеня 

( )( ) +⋅+++⋅=⋅= iзмзмijijijiji BXaaXaASVSVI
ii 154330 52275,0[  

( )]435 6625,0 ii BBa ++ ,         (3.1.21) 

( )( ) +⋅++++= iзмзмзмis BXaXaaXaAII
iiii 2

3
543240 1023 5,0[  

              ( ) ( )]5
2
254 25 375,0 iiзм

BBXaa
i

−⋅++ ;     (3.1.22) 

Підставивши вирази (3.1.19) – (3.1.22) до скорочених рівнянь 
(3.1.17) та прийнявши 1≈

jфK  і 0≈∆
jфϕ  отримаємо рівняння руху 

тричастотної БПКС ( 3=m ) з трьома нелінійними елементами ( 3=n ): 
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( )×






+⋅= ∑

=

3

1
1310 75,0

i
iijjje

j
j BaAUKRS

td

Ud
j

ξ    

                           






−×

jjejj

ii
ji KRSK

K

j0

2 1γ ;             (3.1.23)  

( )×+⋅= ∑
=

3

1
1310 75,0

i
iijje

j
j BaAKRS

td

d
j

ϕ
ξ  

                                                      jj
jj

ii
jiji K

K ωξγγ ∆−−× 21 ;     (3.1.24) 







++⋅−=

i

i
i

i
i

aз

зм

iаз

зм

зм RS

X
ARS

td

dX

0
20µ  

                                                   
ii змiзм

xBXaa +

++ 232 )3(5,0     (3.1.25) 

– за апроксимації ВАХ поліномом третього степеня і 

( )( )(





++++⋅= ∑

=

3

1
154330 52275,0

i
iзмзмjjjе

j
j BXaaXaAUKRS

td

Ud
iiij

ξ
                

( ))






−⋅++

jjejj

ii
jiii KRSK

K
BBa

j0
435

1
6625.0 2γ ;            (3.1.26) 

 ( )( )(∑
=

++++⋅=
3

1
154330 52275,0

i
iзмзмjjе

j
j BXaaXaAKRS

td

d
iiij

ϕ
ξ

    

                 

( )) jj
jj

ii
jijiii w

K

K
BBa ∆−−⋅++ ξγγ 2

435 16625,0 ;      (3.1.27) 

( )(





+++++⋅−=

ii
i

i
i

i
i змзм

аз

зм

iаз

зм

зм
XaaXa

RS

X
ARS

td

dX
432

0
40 235,0µ

 

 ) ( ) ( )]
iii

змiiзмiзм
xBBXaaBXa +−⋅+++ 5

2
2542

3
5 25375,010     (3.1.28) 

– за апроксимації ВАХ поліномом п’ятого степеня. 
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У виразах (3.1.19) – (3.1.28) прийняті наступні позначення: 

( )
∑
=

−⋅=
3

1

1
1

r

r
змri i

XarA ; ∑
=

⋅+=
3

1
02

r

r
змri i

XaaA ; ( )
∑
=

−⋅=
5

1

1
3

r

r
змri i

XarA ; 

∑
=

⋅+=
5

1
04

r

r
змri i

XaaA ; ∑
=

⋅=
3

1

22
1

k
kkijiii UbKB ; ∑

=
⋅=

3

1

222
2

j
jjiiii UKB γ ; 

∑
=

⋅=
3

1

44
3

k
kkijiii UdKB ; 



















⋅+⋅⋅= ∏∑

≠
=

≠
=

33

1

22

1

22224
4 2

jk
k

jk
k

kkikkijjiiii UUUKB γγγ ; 

∑
=

⋅=
3

1

444
5

j
jijiii UKB γ ; 2

kikijb γ= , 4
kikijd γ=  для jk =  та 22 kikijb γ= ,    

43 kikijd γ=  для jk ≠ ; ji
ii

ji
ji K

K
ϕγ ∆== cos  – коефіцієнти придушення 

міжканальних (паразитних) коливань ( )ij ≠ ; 

 sjj IUSU /0=  – нормована напруга на виході БКЧ; 

 
j

j
j T

T

j 31
max

≤≤

=ξ ,  
j

аз

зм T

T

j

i
i

31
max

≤≤

=µ  – нормовані значення постійних часу 

j -.тої парціальної коливальної системи та i - того кола зміщення; 

 
jT

t
t

j 31
max

≤≤

=  - нормований час; 3,1=j , 3,1=i . 

Активність коливань збудження визначається параметром 
регенерації, який знаходиться з (3.1.23), (3.1.26) за 0=jU : 

R
jK

jj

ii
ji

i r

r
спrjjeспjje K

K
XarSKRSKR

jjjj
γ∑ ∑

= =

−













×==

3

1

5,3

1

)1(
0 ,   (3.1.29) 

де 
jсп

S  – крутизна в точці спокою для  j.-.того коливання; 
jсп

X – 

зміщення у точці спокою для і.-.того НЕ, що є розв’язком нелінійного 
рівняння: 
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      0
3

10
00 =−














⋅+

⋅
+⋅ ∑

=
ii

i

i
i зм

r

r
змr

аз

зм

аз
xXa

RS

X
aRS .      (3.1.30) 

Як видно з (3.1.29), варіація 
jqR , а відповідно і 

jeR , 

призводить до зміни умов збудження коливань. Стабілізація параметра 

регенерації R
jK  можлива за рахунок керування параметрами кіл ЗЗ та 

режимами роботи нелінійних елементів за постійним струмом. 
Приведені співвідношення дозволяють отримати також, як 

окремий випадок, рівняння руху тричастотної БПКС ( 3=m ) з одним 
нелінійним елементом ( 1=n ): 

 
jj ck

k
kjjijje

j
j UbKaAUKRS

td

Ud
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
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


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


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jj sk
k

kjjije
j
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
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


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




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=
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1

75,0 jj ωξ ∆− ;  (3.1.31) 
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



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=
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32

2 )3(5,0 , 

де jc j
ϕβ ∆= cos , js j

ϕβ ∆= sin ; jϕ∆ , jK  – фазовий зсув та 

коефіцієнт підсилення кола ЗЗ для j  - тої частоти. 

 
3.1.4. Використання узагальненої динамічної моделі БПКС для 

аналізу складних багатоелементних коливальних систем 
 

Практичне використання як “моночастотних”, так і 
багаточастотних КР часто потребує під’єднання до них різноманітних 
елементів керування або компенсації. Аналіз динамічних властивостей 
таких БПКС за допомогою математичної моделі (3.1.23) – (3.1.28) 
дещо ускладнюється і потребує внесення додаткових імпедансів до 
«класичної» еквівалентної схеми КР. Наприклад, за умови керування 
частотою кварцового резонатора за допомогою послідовно під’єднаної 
ємності (збудження у зазорі) можна скористатися наступними 
співвідношеннями [142]: 

2
000

2 )/1/())(/(
пqqпппqq CCCCCCCCCCC +≈+++=′ ;     (3.1.32) 
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2
0 ]/1[

пqq CCLL +=′ ; 2
0 ]/1[

пqq CCRR +=′ ; )/( 000 пп
CCCCC +=′ , 

де 
п

C  – під’єднана ємність. 

Для більш складних БПКС отримання подібних співвідношень у 
більшості випадків є неможливим. Це обумовлює необхідність 
використання допоміжних математичних моделей коливальних систем 
для визначення їх основних параметрів [155 – 157]. 
 Приклад. Розглянемо складну багатоелементну БПКС 
(рис..3.1.3), яка є характерною для вимірювання вологості сипких 
речовин за допомогою багаточастотного методу [158 – 160]. Після 
ряду перетворень еквівалентний опір БПКС може бути приведений до 
вигляду  

                                                
jDC

jBA
ze +

+= ,                                     (3.1.33) 

де   ( ) ( )( )
пqjjjjпjj TPMksPTwA

j
 22

1 ηδδγ −−+−⋅−= ; 

          ( ) jпqjjj sTwPB
j

++⋅−= 1
22   γηδ ; 

          ( ) ( )( +−+⋅= jjзвjjjj MСsPСwC 22
01 - δδ  

                                                                  ( ))   01
2

jj qзвпqj RССPTw ++ η ; 

          ( ) ( )( )( +−⋅+−⋅= jjзвjjпjj MСsPСTwD 22
01

2 δδ  

                                                                    ( ))
jj qзвq RССP +⋅+ 01  η . 

 Тут прийняті наступні позначення: 

jqjj ww=δ  – міра розладнання частоти jw  БПКС відносно 

власних резонансних частот КР ( ) 5,0−=
jjj qqq CLw ;  

jjj qqq CR=η , 
ппп

СRT =  – постійні часу; 

1+=
jqj mM ; 1+= pP ; pms

jqj ++= 1 , де 0СCm
jj qq = , 

пзв
СCk = , 0СCp

зв
=  – ємнісні відношення; 

п
СC011 1+=γ  – приведене значення паразитної ємності 01C .  

Прирівнявши уявну частину (3.1.33) до нуля ( )0=− ADBC , за 

умови, що добротність КР ( ) 31 10>= −
jjjj qqqq RCwQ , отримаємо 
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рівняння відносно частот jw , яке дозволяє визначити резонансні 

частоти багатоелементної БПКС: 

             00
2

2
4

4
6

6 =+⋅+⋅+⋅
jjjj

awawawa jjj ,               (3.1.34) 

де   ( ) ( )kPСCPwTa
звjqп

jj
+⋅+⋅= −

101
22

6   γ ; 

    ( )( )( )++⋅+⋅+⋅−= jqjзвjп
MkpmsСCPsTa

jj
 5,0   2 2101

2
4 γγ  

                                                   ( )
звq СCPPw

j
+⋅+ −

01
2   ; 

     ( )( )−+⋅+⋅= 2101
222

2     γγ jjjзвjqп
sMkMСCswTa

jj
 

                                                  ( )( )
jqjзвj pmsСCPs 5,0  2 01 ++⋅− ; 

     ( )pMCCswCa jjq jj
   1

001
2

0 +⋅= −
Σ ; 

      
звqj CCCC

j
++=Σ 0 ; 1

012 21 −+= nСCγ . 

 Співвідношення (3.1.33), (3.1.34) дозволяють визначити всі 
основні характеристики БПКС, а саме опори за послідовного та 

01C  

1qL  
1qR  1qC  зв

C  п
R  

п
С  

  КР 

jqL  
jqR  jqC  

mqL  
mqR  mqC  

0C  

Рис. 3.1.3 – Еквівалентна схема багатоелементної БПКС 
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паралельного резонансів 
 

      ( )( ) r
j

j wwwФESR == Re  і ( )( ) a
j

j wwwФEPR == Re ,      (3.1.35) 

еквівалентну добротність 

                                      
( )

r
j

j
ww

e dw

wdФw
Q

=
⋅=

2
,                         (3.1.36) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )22Re
wDwC

wDwBwCwA
ze +

⋅+⋅=  – дійсна частина 

еквівалентного опору ez ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( )2222 wDwC
dw

wdC
wD

dw

wdD
wC

wBwA
dw

wdA
wB

dw

wdB
wA

dw

wdФ

+

−
−

+

−
=  – 

крутизна фазочастотної характеристики ( )wФ  для частоти w ; 

  r
jw  і a

jw  – частоти послідовного та паралельного резонансів. 

 Проведемо аналіз характеристик багатоелементної БПКС, де в 
якості КР використаний плоский резонатор АТ - зрізу (діаметр 12 мм), 
для якого експериментально були визначені наступні параметри: 
частота основного резонансу Гц  10009987

1
=qf  за добротності 

103000
1

=qQ  і динамічному опорі Ом 24
1

=qR ; частоти двох 

ангармонік Гц  10197018
2

=qf  та Гц  10268125
3

=qf  за добротності 

84000
2

=qQ  і 61000
3

=qQ  та динамічних опорах Ом 60
2

=qR  і 

Ом 120
3

=qR  відповідно; паралельна ємність 0C =3,5 пФ. 

 На рис..3.1.4.–.3.1.6 представлені залежності змін резонансних 
частот 

jqjj fff −=∆ , нормованих добротностей 
jj qe QQ  та 

еквівалентних послідовних опорів jESR  за зміни ємності зв’язку 
зв

C  

та постійної часу під’єднаного кола 
ппп

СRT =  ( пФ 501 =C ). Аналіз 
отриманих даних показує, що для достатньо великих значень 
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п
T

зв
С

с ,  
Ф ,  

jj qQeQ

11 qQeQ  

22 qQeQ

33 qQeQ

Рис. 3.1.5 – Залежності нормованих добротностей  
jj qQeQ від 

параметрів багатоелементної БПКС 
 

Гц ,jf∆  

1f∆

2f∆

3f∆

п
T

зв
Сс ,  Ф ,  

Рис. 3.1.4 – Залежності резонансних частот jf∆  від параметрів 

багатоелементної БПКС 
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пФ 20≥
зв

C  зміни частот jf∆  є практично лінійними (рис. 3.1.4). Але 

при цьому спостерігається значна втрата добротності, що обумовлено 
сильним впливом низькодобротного під’єднаного кола 

п
T  на 

параметри КР (рис..3.1.5). 
 Одним із важливих параметрів є величина опорів jESR  та їх 

співвідношення j
mj

j
mj

ESRESR
≤≤≤≤

=
11
minmaxχ  (рис..3.1.6), що визначає 

як стійкість багаточастотного режиму генерації, так і динамічні 
властивості БПКС. В даному випадку величина χ   коливається в 

межах від 1,5 до 2, що може призвести до значного затягування 
процесу встановлення коливань або, навіть, до втрати їх стійкості за 
нераціонального вибору параметрів БПКС [146].  
 

3.2. Встановлення коливань в БПКС 
 

Розглянемо особливості встановлення тричастотного режиму 
коливань БПКС, який описується (3.1.23) – (3.1.28). Трьом незалежним 
змінним відповідають вісім типів особливих точок у фазовому 

п
T  

зв
С  с ,  

ESRj Ом 

ESR1 

ESR3 

ESR2 

Ф ,  

Рис. 3.1.6 – Залежності еквівалентних послідовних опорів ESRj від 
параметрів багатоелементної БПКС 
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просторі ( )321 ,, UUU :   точка спокою  ( )0321 === UUU ,   три види 

моногармонічних коливань (на частотах 321 ,, www ), три види 

двочастотних коливань (на частотах 1w  і 2w , 2w  і 3w , 1w  і 3w ) та 

тричастотний режим коливань (на частотах 21,ww  і 3w ). 

 Нас, в першу чергу, будуть цікавити умови появи тричастотного 
режиму коливань, хоча не менш цікавим є вивчення біфуркаційних 
значень параметрів БПКС, які забезпечують перехід із одного стійкого 
режиму в інший. Слід відзначити, що для даної системи, як системи із 
трьома ступенями свободи, можливий перехід і в режим хаотичних 
коливань [161].    

 
3.2.1. Чисельне інтегрування рівнянь руху БПКС в системі 

MATLAB 
 

Значна відмінність значень величин (на декілька порядків) 
постійних часу матриць ),...,( 1 mTTdiag=T , ),...,(

1 nазаз
TTdiag=

аз
T  

рівнянь руху (3.1.17), де 1<<
iаз

T , що характерно для кварцових 

автоколивальних систем, відносить її до класу жорстких (сингулярно 
збуджених) задач [50, 51]. Сутність явища жорсткості полягає в тому, 
що фундаментальний розв’язок системи містить як сильно мінливі або 
жорсткі компоненти, які описуються функціями з великими 
значеннями похідних, так і мало мінливі або гладкі компоненти, які 
описуються функціями з малими значеннями похідних. 

Швидкість загасання нестаціонарних складових фундаментального 

розв’язку визначається локальними постійними системи )Re(1 iη− , 

де iη  – власні значення матриці Якобі )
~

(
аз

EФ,U,J . Компоненти 

розв’язку з найменшими постійними системи є занадто швидко 
мінливі, що й робить задачу жорсткою, в той час, на розв’язок задачі в 
цілому найсильніший вплив мають слабо мінливі компоненти з 
великими постійними значеннями. 

Для оцінки степеня жорсткості задачі, зазвичай використовують 
локальний «коефіцієнт жорсткості», який може бути визначений як 

        1)Re(min)Re(max
11

>>−−=
≤≤≤≤

i
ni

i
ni

ж
k ηη , 0)Re( <iη .      (3.2.1)  

Значення 
ж

k  для даного класу задач може знаходитись в межах 
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від декількох десятків до десятків тисяч одиниць, що характеризує 
задачу як жорстку або надзвичайно жорстку . 

Основною проблемою, яка виникає під час чисельного 
розв’язання жорстких задач, є проблема чисельної стійкості методів 
інтегрування. Для того, щоб забезпечити абсолютну стійкість 
чисельного розв’язання системи, необхідно використати такий крок 

інтегрування h, за якого кожне з комплексних значень ii hh η&=ˆ  

знаходилось би у середині області абсолютної стійкості методу, який 
використовується.  

Починаючи з версії 5.0 в систему MATLAB включені спеціальні 
розв’язувачі звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) першого 
порядку з заданими початковими вимогами (задача Коші), основні 
характеристики яких представлені в табл. 3.2.1 [162, 163]. Розглянемо 
властивості методів інтегрування з точки зору  стійкості, що є одним із 
основних факторів, який впливає на ефективність їх використання для 
розв’язування жорстких ЗДР. 

Розв’язувачі ode45, ode23 реалізують однокрокові явні методи 
Рунге-Кутти 4.-.го і 5.-.го порядків та 2.-.го і 4.-.го порядків відповідно. 
Області чисельної стійкості даних методів сильно обмежені 
(рис..3.2.1). під час їх застосуванні довжина кроку інтегрування h  

Таблиця 3.2.1 – Основні характеристики розв’язувачів ЗДР 
 

Розв’язувач Функція Степінь 
точності 

Особливості використання 

ode45 не жорстка середній загально вживаний 
 

ode23 
 

не жорстка 
 

низький 
за низьких вимог до точності 
або для вирішення слабо 

жорстких задач 
 

ode113 
 

не жорстка 
змінний: від 
низького до 
високого 

за високих вимог до точності 
або для розв’язування 

складних в обчислюваному 
плані задач 

 
ode15s 

 
жорстка 

змінний: від 
низького до 
середнього 

у випадку повільного 
сходження алгоритму ode45  

ode23s жорстка низький за допустимої похибки для 
вирішення жорстких задач   

ode23t жорстка середній для задач середньої 
жорсткості або для розв’язку, 
близькому до гармонічного   

ode23tb жорстка низький за низьких вимог до точності  
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лімітується    порядком    величини    найменшої    постійної    системи 
)Re(1min

1
i

ni
η−

≤≤
. Оскільки інтервал інтегрування може в багато разів 

перебільшувати величину найбільшої постійної системи, необхідна 
кількість кроків інтегрування може виявитись порівняною з 
коефіцієнтом жорсткості системи і досягати одиниць-десятків тисяч. 
Це призводить до різкого збільшення похибки інтегрування (через її 
накопичення) і непомірного збільшення обчислювальних витрат [164].  

 Розв’язувач ode113 реалізує багатокроковий метод Адамса-
Башворта-Мултона змінного порядку, який для обрахування значення 
в поточній точці потребує знання приблизних значень в декількох 
попередніх точках. Цей метод може забезпечувати високу точність 
обчислень, але, як і більшість явних методів, має низьку чисельну 
стійкість і для розв’язання жорстких ЗДР непридатний [165].     

Найбільш ефективними для інтегрування жорстких систем ЗДР 
є А – стійкі методи, для яких область абсолютної стійкості пролягає до 
нескінченності у напівплощині ( ) 0Re <ηh . До цих методів, в першу 

чергу, належать неявні методи інтегрування, порядок яких не 
перебільшує двох, наприклад, неявні методи Ейлера (як найбільш 
надійний при розв’язуванні жорстких задач, рис..3.2.2) та Ейлера-
Коши (метод трапецій) [166], а також методи, що мають жорстку 

Рис. 3.2.1 – Області стійкості явних методів Рунге-Кутти  
2-го та 4-го порядків 

 

)Re( ηh  

)Im( ηh  

0 

1 

-3 

2 

4 



Глава 3 

 141

стійкість, наприклад, неявні схеми Рунге-Кутти 3 і 4 порядків та 
багатокроковий метод Гіра типу предиктор-коректор [50]. 

Суть жорстко стійких методів полягає в тому, що за великих 

значень ηh  забезпечується затухання “швидких” компонент 

розв’язку без  урахування похибки їх відтворення (область 2R ), а за 

малих значень  ηh  (область 1R ) зберігається необхідна точність 

«повільних» складових розв’язку (рис. 3.2.3) 
Застосування А – стійких (жорстко стійких) методів дозволяє 

забезпечити асимптотичну стійкість розв’язку за будь-якої додатної 
величині кроку h . Вибір кроку обумовлюється лише необхідною 
точністю. Недоліком цих методів є збільшення об’єму обчислень через 
необхідність використання ітераційного ньютонівського процесу 
розв’язку системи нелінійних рівнянь на кожному кроці інтегрування. 

Серед наявних засобів системи MATLAB для інтегрування 
жорстких ЗДР слід відзначити розв’язувач ode15s. Цей розв’язувач 
базується на формулах чисельного диференціювання змінного порядку 
(від одного до п’яти) і рекомендується як пробний для вирішення 
задач даного типу. Він забезпечує як алгоритми прямого  
диференціювання, так і зворотного  (метод Гіра).  Формули першого та  

 

Рис. 3.2.2 – Область стійкості неявного метода Ейлера 
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другого порядків є А – стійкі, тому під час розв’язування жорстких 
задач рекомендується знижувати порядок алгоритмів, які 
використовуються до двох (за початковий встановлено п’ятий 
порядок) [167]. 

Для інтегрування жорстких систем ЗДР знаходять застосування 
також напівявні А – стійкі чи майже А – стійкі методи Розенброка 
(розв’язувач ode23s). Суть даних методів полягає у введені матриці 
Якобі безпосередньо у формулу чисельного інтегрування. При цьому, 
на кожному кроці необхідно знаходити розв’язок тільки лінійної 
системи алгебраїчних рівнянь, що знижує загальний об’єм 
обчислювальних операцій. Проте, як вказано у [164], ці методи здатні 
давати стійкі розв’язки нелінійних задач тільки у випадках, коли 
функція у правій частині рівняння може бути розщеплена на жорстку 
лінійну і нежорстку нелінійну частини. Однак, у багатьох випадках 
розв’язувач ode23s може бути більш ефективним, ніж ode15s, якщо не 
потребується дуже висока точність розв’язку. 

Розв’язувач ode23t реалізує метод трапецій з інтерполяцією. Цей 
метод дає непогані результати для задач середньої жорсткості, де 
чисельне інтегрування не повинно вносити штучного демпфірування. 

Розв’язувач ode23tb реалізує неявний метод Рунге-Кутти, в 

Рис. 3.2.3 – Області стійкості неявних методів Рунге-Кутти 3-го та 4-го  
порядків 
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першій фазі якого використовується метод трапецій, а у другій – 
формули зворотного диференціювання другого порядку. Подібно до 
розв’язувача ode23s він більш ефективний, ніж ode15s, за помірних 
вимог до точності отримуємих результатів. 

Слід відзначити, що всі розв’язувачі, окрім ode23s, 
забезпечують розв’язок і нестаціонарних ЗДР виду 

),()( YtFdt
dYtM = . 

Для всебічного дослідження БПКС у системі MATLAB був 
розроблений пакет m-файлів MultiGeneration, який дозволяє проводити 
чисельне інтегрування рівнянь руху (3.1.17). В пакеті створений 
зручний графічний інтерфейс (рис. 3.2.4), який дозволяє за допомогою 
обмеженого числа керуючих елементів повністю контролювати процес 
отримання розв’язку системи рівнянь. На рис..3.2.4 введені наступні 
позначання: 1 – графічний екран для динамічного виведення 
залежностей амплітуд коливань jU  та напруг зміщення 

iзм
X  як 

процесів у часі; 2 – опція «Parameters» для завдання параметрів БПКС; 
3,.4 – вікна для динамічного виводу поточних значень амплітуд та 
напруг зміщення; 5 – вікно виводу відносного вибігу частоти кожного 
з коливань; 6 – вікно виводу часу встановлення багаточастотного 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 
9 

10 11 

Рис. 3.2.4 – Графічний інтерфейс пакету m-файлів MultiGeneration 
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режиму коливань; 7 – опція виводу залежностей перехідного процесу 
за частотою; 8 – опція закриття вікна «MultiGeneration»; 9 – опції 
початку розв’язку «Start», тимчасової зупинки виконання програми 
«Pause» для запису проміжних значень, екстреного завершення роботи 
програми і переходу в режим очікування «Stop»; 10 – опція вибору 
степеня апроксимуючого поліному ВАХ; 11 – опція вибору методу 
чисельного інтегрування. 
 Для зручності всі параметри БПКС розбиті на три групи (опція 
“Parameters”) В першій групі знаходяться найчастіше змінювані 
параметри:  

( )
nспспсп

XXX ,...,,
21

=
сп

X  – вектор зміщень нелінійних 

елементів в точках спокою; 
( )

meee RRR ,...,,
21

=eR  – вектор еквівалентних опорів;  

( )nnKKK ,...,, 2211=K  – вектор коефіцієнтів передачі кіл зворотного 

зв’язку для власних коливань; 

jiγ  – коефіцієнт придушення міжканальних завад, виражений в дБ. 

До другої групи параметрів входять коефіцієнти  

апроксимуючого поліному sIaa /00 = , ( ) rr
srr SIaa 0

1 /−⋅=  та 

крутизна 0S  в точці розкладення з координатами ss EI , . 
До третьої групи параметрів входять: 

),...,(
1 nазаз

RR=
аз

R  – вектор еквівалентних опорів автозміщень; 

),...,( 1 mTT=T , ),...,(
1 nазаз

TT=
аз

T  – вектори постійних часу 

парціальних кіл БПКС. 
Після натискання кнопки «Start» відбувається перевірка 

інформації про поточні значення степеня апроксимуючого поліному та 
метода інтегрування (наприклад, ode15s або ode23tb). Після кожної 
ітерації забезпечується графічне відображення на екрані процесу 
встановлення амплітуд та напруг зміщення у логарифмічному 
масштабі, а також виведення поточних значень амплітуд та напруг 
зміщення у спеціальні вікна (3,.4, рис..3.2.4). Одночасно перевіряється 
поточний стан опції «Stop», яка  може бути вибрана в будь-який 
момент часу, що розцінюється програмою як переривання (зовнішня 
подія). При цьому робота основної програми припиняється і 
здійснюється перехід до процедури завершення інтегрування. 

Після отримання розв’язку проводиться обчислення тривалості 
процесу встановлення багаточастотного режиму коливань, за який 
приймається максимальний час 
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                                                j
mj

вс
ττ

≤≤
=

1
max ,                                   (3.2.2) 

де jτ  – час встановлення j .-.того коливання на рівні 0,9 від 

усталеного значення амплітуди jU . Знайдений таким чином час 
вс

τ  

виводиться у текстове вікно «time» (6,  рис. 3.2.4). 
 Якщо опція «plot frequency» активна (7, рис..3.2.4), відбувається 
виведення графіку перехідного процесу за частотою у співставленні з  
графіком перехідного процесу за амплітудою. У відповідному вікні  (5,  
рис. 3.2.4) виводяться значення максимальних відносних зсувів частот 
на момент завершення інтегрування. 
 Під час роботи опції «Start», «Parameters», «Close» неактивні. 
Після отримання розв’язку система переходить у стан очікування 
зовнішніх запитів (зміни параметрів, нового циклу інтегрування, зміни 
методу інтегрування, завершення роботи з програмою тощо). 
 
3.2.2. Особливості процесу встановлення багаточастотного режиму 

коливань в БПКС 
 

   Для аналізу особливостей процесу встановлення коливань 
БПКС використаємо систему рівнянь (3.1.23) – (3.1.25). Це обумовлено 
тим, що “м’який” тип нелінійності ВАХ НЕ, який найчастіше 
використовується в БПКС, добре описується поліномом зі степенем не 
вище третьої [168], а використання поліномів вищих порядків за 
даного типу нелінійності дає схожі результати і може 
використовуватись для тестування математичної моделі та 
програмного забезпечення. В той же час, використання, так званих, 
“жорстких” типів нелінійностей ВАХ потребує для їх опису 
поліноміальної апроксимації не нижче п’ятого порядку, що враховано 
при виведенні системи рівнянь (3.1.26) – (3.1.28).         

Приклад. Використаємо в якості активних елементів БПКС 
біполярні транзистори КТ368, для яких реально були визначені 
середньостатистичні значення параметрів ВАХ:  A/В1,00 =S ; 

95,00 =a ; 55,01 =a ; 051,02 =a ; 054,0
3

−=a , за похибки 

апроксимації ≤ε 5%. 
Початкові значення малозмінних параметрів БПКС становили: 

c 1,0=jT ; c 101 4−⋅=
iаз

T ; кОм 1=
iаз

R ; дБ 20−=jjK ; 30=
iзм

x . 

На рис..3.2.5,.3.2.6 представлені характерні випадки процесу  
встановлення тричастотного режиму коливань для БПКС з трьома і з 
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одним НЕ, отримані шляхом чисельного розв’язання рівнянь (3.1.23), 
(3.1.25), (3.1.31). Видно, що за низької активності одного або декількох 
із коливань (коливання 3U  на рис..3.2.5, а) можливе його (їх) 

придушення більш активними коливаннями з більшими значеннями 

параметрів регенерації R
jK  (коливання 1U  та 2U ). Але і надмірне 

збільшення параметра R
jK  за високої конкуренції коливань в каналах 

збудження може призвести до зворотного результату, коли 
енергетично більш активне коливання придушується менш активним 
(коливання 1U  та 2U , рис..3.2.5,б). За збільшення вибірних 

властивостей кіл ЗЗ до величини дБ 20−=jiγ  забезпечується стійкий 

тричастотний режим генерації навіть за різних величин параметрів 

регенерації RRR KKK 321 ≠≠  [148, 169]. 

При цьому необхідно розуміти, що вживання терміну низька або 
висока активність коливання (коливань) в даному випадку 
використовується по відношенню до інших коливань БПКС. Це 

обумовлене тим, що енергетично самодостатні коливання ( R
jK ), за 

режиму багаточастотного збудження (конкуренції в каналах 
збудження), в деяких випадках, можуть загасати, що і проілюстровано 
на рис..3.2.5, а, б. 

Для БПКС з одним нелінійним елементом (рис..3.2.6) 
результати моделювання показують, що в даному випадку, із-за 
високої конкуренції коливань в каналах збудження багаточастотний 
режим можливий за умови рівності параметрів регенерації для 

кожного із коливань RRR KKK 321 ==  (симетричний режим). Це 

пояснюється тим, що e процесі встановлення енергетично більш 
активне коливання виходить на стаціонарний режим першим 

(коливання 1U  на рис..3.2.6, а), збільшуючи напругу автозміщення 

зм
X  настільки, що в результаті зменшення крутості прохідної 

характеристики НЕ найменш активні коливання починають затухати 

(коливання 2U  та 3U ). За умови збільшення кількості коливань 

( 2>m ) стабілізація R
jK  суттєво ускладнюється. Ефективним 

вирішенням цієї проблеми є введення широкосмугового обмежувача 
амплітуди  (рис. 3.2.6, б). 
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Рис. 3.2.5 – Встановлення коливань БПКС: за низької активності U 3 (а); 
сильної конкуренції між U 1 та U 2 (б); стійкий тричастотний режим (в) 
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Дуже важливими характеристиками БПКС є тривалість 
перехідного процесу встановлення та груповий вибіг частот коливань, 
які визначаються у відповідності до (3.1.24). Результати моделювання 
показують (рис..3.2.7), що за сумісної варіації амплітуд і зміщень  

відносний вибіг 
td

d
t

j

q
qjj

j
j

ϕ
ω

ωωδω ⋅=∆= 1
)(  може досягати 

величин від 10–8 до 10–6, і істотно зменшується за умов збільшення 
вибірних властивостей кіл ЗЗ. 
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Рис. 3.2.6 – Встановлення коливань БПКС з одним НЕ: без обмеження 
амплітуд коливань (а); з обмеженням (б) 
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Рис. 3.2.7 – Встановлення частот коливань БПКС за різної вибірності 
 кіл ЗЗ: а) – дБ 6−=jiγ ; б) – дБ 10−=jiγ ; в) – дБ 20−=jiγ  
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3.2.3. Визначення областей стійкості багаточастотного режиму 
генерації 

 
Під час дослідження динамічних властивостей БПКС 

особливого значення набуває вивчення областей стійкості 
багаточастотного  режиму генерації. Це дозволяє оцінити динаміку 
коливань БПКС за різних  умов  збудження,  вплив  параметрів  
коливальної  системи та, в ряді випадків, отримати прості емпіричні 
залежності між параметрами стійкості, стабільності коливань та 
параметрами БПКС, що в значній мірі звужує діапазон необхідних 
варіацій параметрів БПКС та забезпечує близький до оптимального 
вибір їх початкових значень [169,170].  

В якості вектора змінних параметрів оберемо 

                                        ),,,( jijjaззм
KRx

ii
γ=λ .                          (3.2.3) 

Параметри 
iзм

x  і 
iaзR  об’єднані однією інтегральною 

характеристикою 
iсп

X – нормованим зміщенням на і.-.тому НЕ у 

точці спокою, яке визначається з (3.1.30). 
Випадок 1. Дослідимо стійкість багаточастотного режиму 

генерації БПКС на прикладі тричастотного режиму коливань з 
використанням в якості НЕ біполярних транзисторів КТ368, 
середньостатистичні параметри ВАХ яких приведені вище. Одним із 
основних факторів, який впливає на стійкість коливань БПКС є розкид 
динамічних опорів 

jqR  БКР, який характеризується параметром 

                               
jmj

jmj

e

e

Rmin

Rmax

≤≤

≤≤=
1

1χ .                                       (3.2.4) 

На рис. 3.2.8 – 3.2.10 і рис. 3.2.11, 3.2.12 представлені області 
стійкості коливань тричастотної БПКС для різних значень коефіцієнтів 
ЗЗ jjK  ( дБji  20−=γ ) та змін вибірних властивостей jiγ  ( 20=jjK ) 

за варіацій величини зміщення 
iсп

X , які побудовані за допомогою 

пакету MultiGeneration. Відношення величин 
1eR  і 

2eR  зафіксоване 

на рівні 2,1
21

=ee RR , а зміна величини 
3eR  відповідає знаходженню 

параметра χ  в межах від 1,2 до 10, що є еквівалентним варіації 

динамічних опорів 
jqR більш ніж в 10 разів. 
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Рис. 3.2.8 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на БТ для  
Кjj=5 (а,б), Кjj=10 (в,г): 1 - область зриву режиму генерації за низької активності коливань 

  



Г
л
а
в
а 3

 

 
1

5
2

 

  

 

  

 

а) б) 

в) г) 

χ  

iсп
X  

χ  

iсп
X  

maxjU  

iсп
X  

χ  iсп
X  

maxjU  

Рис. 3.2.9 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на БТ для 
Кjj=15 (а,б), Кjj=20 (в,г): 1 - область зриву режиму генерації за низької активності коливань  
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Рис. 3.2.10 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на БТ для 

 Кjj=25 (а,б), Кjj=30 (в,г): 2 - область зриву режиму генерації за високої конкуренції коливань  
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Рис. 3.2.11 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на БТ 
 для γγγγji= –15 дБ (а,б) та γγγγji= –10 дБ (в,г) 
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Рис. 3.2.12 - Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на БТ 
 для γγγγji= –8 дБ (а,б) та γγγγji= –6 дБ (в,г) 
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Області 1 і 2 відповідають нестійкому режиму, який 
обумовлений низькою активністю коливань за збільшення 

jqR  

(область 1, рис. 3.2.5, а) і високою конкуренцією коливань в каналах 
збудження (область 2, рис. 3.2.5, б) [161,/162]. Видно, що збільшення 

параметра регенерації R
jK  (3.1.29) у 4 рази за рахунок jjK  

призводить за варіації χ  (рис. 3.2.8, 3.2.9) до розширення області 

стійкої генерації у 2 – 3,5 рази, а відповідно зміна 
iсп

X  від –1,5 до 0 – 

у 1,2 – 2,2 рази. 
Подальше збільшення jjK  (рис. 3.2.10) тягне за собою повне 

зникнення області 1 – області низької активності коливань, яка 
визначається істотним зростанням еквівалентного опору 

3eR , і появу 

області 2 – області конкуренції високоактивних коливань, які 
визначаються еквівалентними опорами 

1eR  і 
2eR . Проте цей ефект 

може бути виключений шляхом відповідного вибору нормованого  
зміщення  

iсп
X  (рис..3.2.10).  

Аналогічні залежності, побудовані за змін вибірних 

властивостей ЗЗ jiγ  ( 20=jjK ) (рис..3.2.11, 3.2.12) показують, що 

варіація величини jiγ  мало впливає на активність коливань, які 

генеруються (область 1). Проте різке зниження вибірних властивостей 

ЗЗ до дБ 10−=jiγ  і більше призводить до істотного зменшення 

області стійкості і, відповідно, до розширення області 2 – нестійкого 
режиму коливань, обумовленого їх високою конкуренцією 
(рис..3.2.12). 

Випадок 2. Аналогічні дослідження областей стійкості були 
проведені для БПКС на польових транзисторах КП313 

(  A/В015,00 =S ; 10 =a ; 927,01 =a ; 288,02 =a ; 0173,0
3

−=a ). 

Видно (рис..3.2.13 – 3.2.15), що зниження крутості прохідної 
характеристики НЕ, яке характерне для ПТ призводить до суттєвого 
звуження областей стійкої генерації у порівнянні з попереднім 
випадком (рис..3.2.13,_3.2.14), причому, за достатньо великої 
вибірковості кіл ЗЗ, область нестійкого режиму відповідає випадку 

mjK R
j ,  , 11 =∃ < . 
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Рис. 3.2.13 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на ПТ 
 для Кjj=15 (а,б), Кjj=20 (в,г) 
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Рис. 3.2.14 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на ПТ 
 для Кjj=25 (а,б), Кjj=30 (в,г) 
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Рис. 3.2.15 – Області стійкості багаточастотного режиму генерації та лінії постійних значень БПКС на ПТ 
 для Кjj=15 (а,б), Кjj=25 (в,г) за γγγγji= –3дБ 
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Зниження вимог щодо вибірковості ( дБ 3−=jiγ ) призводить 

до ще більшого розширення зони нестійкого режиму коливань за 
рахунок з’явлення області 2 (рис./3.2.15). Проте, на відміну від БПКС 
на БТ, зрив коливань відбувається по причині придушення 
енергетично менш активних коливань більш активними, тобто область 
2 нестійкого режиму коливань для БПКС на ПТ відповідає випадкам, 
які окреслені областю 1 для БПКС на БТ. 

 
3.3. Параметричний синтез БПКС за критерієм мінімуму часу  

встановлення коливань 
 

В загальній постановці параметричного синтезу БПКС шукане 
рішення будемо визначати за критерієм [171]: 

                                               )(λ
λ

вс

D
вс

minopt ττ
∈

= ,                                (3.3.1) 

                      }   ,   :{ 1
maxmin

NiD iii
N ≤≤≤≤ℜ∈= λλλλ , 

де тривалість перехідного процесу 
вс

τ  визначається з (3.2.2); 

( )
minmin

,...,1min Nλλ=λ , ( )
maxmax

,...,1max Nλλ=λ  – задані вектори 

мінімально і  максимально допустимих значень параметрів кіл БПКС. 
 За своєю суттю задача (3.3.1) зводиться до мінімізації 

квадратичної оцінки (3.1.1) першого порядку 

                       ( )∫ ∑∑
∞













 ′+=
0

п
п

2 
2
1

2
21  dtUUI

mm
mm

τ ,                  (3.3.2) 

яка дозволяє одночасно контролювати і монотонність перехідного 
процесу (степінь наближеності до експоненціальної залежності).    

Враховуючи те, що вимоги до розширенню областей стійкої 
генерації та  скороченню тривалості перехідного процесу входять в 
протиріччя з вимогами до стабільності генеруємих коливань, 
необхідно накласти додаткові обмеження на величини амплітуд 
коливань і початкових вибігів частоти jU  і jδω : 

                    lUminUmax jj mjmj
≤

≤≤≤≤ 11
, 

допj UUmax
mj

≤
≤≤1

;                   (3.3.3) 

                    допj
mj

max δωδω ≤
≤≤1

,  

де jUmax
mj≤≤1

, jUmin
mj≤≤1

 – максимальна,  мінімальна амплітуди 

коливань БПКС; 
доп

U  – верхня межа амплітуд коливань, яка 
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визначається максимально допустимою потужністю розсіювання на 
КР; l – коефіцієнт, який визначає максимально допустиму різницю 
амплітуд jU , звичайно l=1,5 – 3  [171]. 

Під час розв’язання задач синтезу (3.3.1), (3.3.2) необхідно 
враховувати наступні обставини: 

– висока складність об’єкту оптимізації, що виключає можливість 
отримання взаємозв’язку між часом встановлення коливань 

вс
τ  і 

вектором параметрів БПКС λ  в аналітичному вигляді; 
– складний, нелінійний, можливо багатоекстрeмальний, характер 

цільової функції за наявності великої кількості обмежень; 
–_велика кількість можливих параметрів вектора λ , широкий 

діапазон їх варіації, причому початкові значення параметрів можуть 
бути далекими від оптимальних; 

–_необхідність забезпечення фізичної реалізації БПКС та 
урахування розкиду параметрів реальних елементів і похибки 
обчислень. 

 
3.3.1. Алгоритм пошуку оптимальних параметрів БПКС 

                       
Практично всі існуючі алгоритми розв’язання оптимізаційних 

задач можуть бути розподілені на дві групи: алгоритми, які базуються 
на використанні як значень функції, яка мінімізується, так і її похідних 
(градієнтні, або методи першого порядку, методи другого порядку), та 
алгоритми, які використовують тільки значення мінімізуємої функції 
(безградієнтні або методи прямого пошуку) [172 – 176]. 

 Методи першого та другого порядку зазвичай є ефективними у 
випадках, коли цільова функція неперервна разом зі своїми похідними 
(першою або другою). Використання ж цих методів у додатках, де 
цільова функція є суттєво нелінійною або має розриви, що 
унеможливлює або вельми ускладнює отримання аналітичних виразів 
як для самої цільової функції, так і її похідних, різко знижує їх 
ефективність. Застосування процедури різницевої апроксимації 
похідних, яка передбачається у даних випадках, потребує 
експериментального визначення оптимальної довжини кроків для 
забезпечення необхідної відповідністі між помилками округлення і 
апроксимації, що потребує великих обчислювальних затрат, особливо 
для методів другого порядку, таких, як метод Ньютона, який потребує 
розрахунків матриць других похідних. 

В таких випадках для вирішення оптимізаційних задач більш 
прийнятні методи прямого пошуку (безградієнтні), які засновані на 
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обчисленні тільки значень цільової функції. Одними з найбільш 
ефективних методів прямого пошуку є симплексні методи, наприклад, 

2S  – метод або метод Хука-Дживса, які можуть бути легко 
модифіковані для розв’язку задач умовної оптимізації [172]. 

Враховуючи специфіку задачі (3.3.1), в якості методу  

оптимізації, використаємо метод комплексів, який є модифікацією 2S  
– методу. Основою даного методу є побудова регулярного симплексу, 
який в N – мірному просторі являє собою багатогранник, утворений 

1+N  точками – вершинами, що відстоять одна від одної на рівній 
відстані. У випадку двох змінних правильний симплекс є рівнобічним 
трикутником (рис..3.3.1, а), в тривимірному просторі – тетраедром. 

Під час побудови нового симплексу на площині необхідно 
перенести вершину з найбільшим значенням цільової функції на 
потрібну відстань вздовж прямої, яка проведена через центр тяжіння 
інших вершин симплексу. Отримана таким чином точка є вершиною 
нового симплексу, а вибрана вершина початкового симплексу 
виключається (рис..3.3.1,б). При цьому потребується обчислення лише 
одного додаткового значення цільової функції. Пошук закінчується, 
коли розміри симплексу або різниці між значеннями функції у 
вершинах стають достатньо малими величинами, які визначаються 
максимально допустимою похибкою. 

Для реалізації методу комплексів необхідно виконати наступні 
операції. Перед цим задається суворо допустима точка 0λ , параметр 

Центр тяжіння 

а) б) 

Рис. 3.3.1 – Приклад вигляду симплексу на плоскості (а) та побудова 
нового симплексу (б) 

1λ  

2λ  

3λ  

1λ  

2λ  

3λ  

4λ  
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відбиття β   (рекомендоване значення 3,1=β ) та похибки обчислень 

ε   та δ .  

1. Побудова початкового комплексу  

а) визначити координати N
iλ : 

                                         NNN
ii Ξλλ += 0 , Si ,1= ,                             

де N
Ξ – вектор-рядок рівномірно розподілених чисел розмірності 

N , для якого справедливо Rs <<Ξ ; R  – радіус гіперобласті 

притяжіння мінімуму цільової функції; 1+= NS . 

б) якщо N
iλ  – недопустима точка, знайти центр тяжіння вже 

знайдених точок: 

∑=
i

i
N

i
λλ

1ˆ  

і покласти 

                                       )ˆ(5,0 NNN

нов
iii λλλλ −+= ; 

повторювати процедуру до тих пір, поки N

нов
iλ  не стане допустимою; 

в) повторювати (1,.а,б) до отримання необхідної кількості точок 
( Si = ); 

г) визначити час встановлення ( )N

i iвс
λτ . 

2. Відбиття комплексу 

а) вибрати точку N
maxλ , для якої 

)(max)( maxmax
N

i

N
iвс

i
вс

λλ τττ == ; 

б) знайти центр тяжіння λ̂  і наступну точку  

                                          )ˆ(ˆ
max
NN

зам
λλλλ −+= β ; 

в) якщо N
зам
λ  – допустима точка і max)( ττ <N

замвс
λ , перейти до 

(3); 

г) якщо N
зам
λ  – недопустима точка або max)( ττ ≥N

замвс
λ , 

зменшити у два рази відстань між N
зам
λ  і центром тяжіння λ̂ , 
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продовжувати пошук поки не виконається умова (2,.в). 

3. Перевірка умов закінчення обчислень 

а) визначити  

                             ∑
=

=
S

i
всвс iS 1

1 ττ  i  ∑
=

=
S

i
i
NN

S 1

1
λλ ; 

б) якщо 

( ) εττ ≤−∑
=

S

i
всвсi

1

2 
 i  δ≤− NN

i λλ , 

обчислення закінчити; в іншому випадку перейти до (2,.а). 
Викладений вище алгоритм оптимізації має декілька явних 

переваг: 
1._Розрахунки і логічна структура методу відрізняються 

порівняною простотою, і, відповідно, програмна реалізація методу не 
викликає труднощів. 

2._Низький рівень вимог до об’єму пам’яті ЕОМ та невелика 
кількість заздалегідь встановлених параметрів: параметр відбиття β  і 

похибки закінчення пошуку ε  та δ .  
3._Алгоритм виявляється ефективним навіть у тих випадках, коли 

похибка обчислень цільової функції велика, оскільки під час відбиття 

комплексу використовується величина λ̂ , яка отримується шляхом 
усереднення, та найбільше значення цільової функції. 

 Перераховані фактори характеризують метод комплексів, як 
метод оптимізації, який може ефективно використовуватись під час 
проведення синтезу БПКС у реальному часі. Проте, при застосуванні 
даного методу, необхідно враховувати ряд і його особливостей. 

1._Через те, що всі координати вершин симплексу залежать від 
одного й того ж масштабного множника – параметра відбиття β , у 

практичних задачах доцільно провести масштабування змінних з 
метою отримання співставних значень. 

2._Хоча метод комплексів не вимагає неперервності цільової 
функції, оскільки не використовує значення похідних, необхідно, щоб 
область визначення функції була випуклою, інакше в деяких випадках 
збіжність методу не забезпечується. На практиці такі випадки 
зустрічаються рідко, і використання методу, як правило, дає добрі 
результати. 
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3.3.2. Отримання вектора оптимальних параметрів БПКС 
 

Система математичних досліджень MATLAB надає досить 
широкі можливості по вирішенню задач нелінійного програмування 
[177]. Однак більшість процедур вирішення оптимізаційних задач 
потребують або аналітичного завдання цільової функції, або 
представлення її у табличному вигляді, що не дає можливості 
проводити оптимізацію параметрів БПКС у реальному часі. Тому в 
рамках пакету MultiGeneration був реалізований алгоритм умовної 
оптимізації за методом комплексів, який розглянутий вище. Слід 
підкреслити, що ефективність оптимізації значно підвищується, якщо 
попередньо проводиться вивчення цільової функції, наприклад, 
методом перебору.      

Виконаємо параметричну оптимізацію БПКС на биполярних 
транзисторах. В якості тричастотного резонатора використаємо 
резонатор АТ.-.зрізу з частотою основного резонансу 

Гц  10009987
1

=qf , добротністю 103000
1

=qQ  і динамічним опором 

Ом 24
1

=qR  та з частотами двох ангармонік Гц  10197018
2

=qf  і 

Гц  10268125
3

=qf  з добротностями 84000
2

=qQ , 61000
3

=qQ  і 

динамічними опорами Ом  60
2

=qR , Ом  120
3

=qR  відповідно. 

До вектору параметрів оптимізації ),( jjсп
KX

i
=λ  включимо 

величини, які визначають режими роботи нелінійних елементів за 
постійним струмом та підсилення парціальних кіл ЗЗ. Вибірні 
властивості кіл ЗЗ зафіксуємо на рівні дБ 10−=jiγ , що забезпечує 

прийнятну стійкість багаточастотного режиму генерації 
(рис..3.2.8,.в,г). Діапазон варіацій величини ]5,1;6,0[ −−∈

iсп
X  

вибраний із конструктивних міркувань, що еквівалентно зміні 
iaзR  у 

діапазоні 650 – 2500 Ом. Вектор оптимальних параметрів будемо 
визначати за найгіршого значення величини χ  (в нашому  випадку 

прийнято 4=χ ), оскільки її зменшення призводить до покращання 

динаміки встановлення коливань БПКС. 
В якості точки початкового наближення (рис..3.3.2) виберемо 

точку, яка відповідає номінальним параметрам генератора: 
)20 ,1(0 −=λ ; 31,34)( 00

=λ
вс

τ . 

У   відповідності   до   алгоритму   оптимізації,  для  розмірності  
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задачі 2=N , необхідно побудувати три точки початкового 

симплексу, кожна з яких ),( )()(
21
ii

i λλ=λ  може бути отримана із 

наступних співвідношень (табл..3.3.1): 

                         )()(
11 9,05,1 ii

λ ξ⋅= +− ; )()(
22 255 ii

λ ξ⋅= + ,                (3.3.4) 

де  )(
1

iξ  і )(
2
iξ  – випадкові числа, які рівномірно розподілені на 

інтервалі [0;1]. 
Припустимо, що датчик псевдовипадкових чисел генерує 

9,0)1(
1 =ξ  і 5,0)1(

2 =ξ . Тоді )5,17 ;69,0(1 −=λ . Це допустима точка і її 

необхідно запам’ятати як першу точку. 

Припустимо далі, що датчик генерує 27,0)2(
1 =ξ  і 2,0)2(

2 =ξ . 

Тоді )10 ;26,1(2 −=λ . Ця точка недопустима, тому зсунемося в 

напрямку до центра тяжіння вже знайдених допустимих вершин: 

**
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*
*

*

*

*
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Рис. 3.3.2 – Знаходження вектора оптимальних параметрів БПКС: 
1,2 - області зриву багаточастотного режиму коливань 
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                               )()(5,0ˆ 75,18 ;845,0100 −=+= λλλ ; 

   )()ˆ(5,0 375,14 ;05,1202 −=+= λλλ
нов

. 

Нова точка 
нов

2λ  є допустимою і запам’ятовується. 

Нарешті покладемо 33,0)3(
1 =ξ , 7,0)3(

2 =ξ . Тоді )( 5,22 ;2,13 −=λ . 

Наступна точка знаходиться шляхом відбиття: 

            )31,27 ;843,0(3,1 )ˆ(ˆ
2114 −=−+=
нов

λλλλ . 

Ця точка недопустима. Тому послідовно зсуваючись до центра  

тяжіння 1λ̂  знаходимо нову точку )82,21 ;93,0(4 −=
нов

λ , яка є 

допустимою і запам’ятовується (рис..3.3.2). 
 

Таблиця 3.3.1 – Процес отримання вектору оптимальних параметрів БПКС 

Координати Центр тяжіння  
Номер 
точки λ1  λ2 λ1    λ2 

Час 
встановлення 

τ
вс 

Замінена 
вершина 

0 -1   20     
1 -0,69   17,5 -0,845 18,75 40,2  
2 -1,26   10,0    недопустима 
2
нов -1,05 14,375     

3 -1,2   22,5 -0,96 20 35,37 2
нов

 
4 -0,843   27,31    недопустима 
4
нов

 -0,93   21,82 -1,04 21,4 19,05 1 
5 -1,495   26,47    недопустима 
5
нов

 -1,2675   23,935 -1,1325 22,75 17,63 0 
6 -1,3 26,33 -1,17 24 16,04 3 
7 -1,13 25,92 -1,23 25,4 14,2 4

нов
 

8 -1,62 30    недопустима 
8
нов

 -1,327 26,55 -1,25 26,27 13,825 5
нов

 
9 -1,23 29,3    недопустима 
9
нов

 -1,24 27,7 -1,23 26,72 12,76 6 
10 -1,139 27,22    недопустима 
10

нов
 -1,184 26,97 -1,18 26,86 12,61 8

нов
 

11 -0,98 27,26    недопустима 
11

нов
 -1,13 26,96 -1,15 26,6 11,9 9

нов
 

12 -1,1 26,12    недопустима 
12

нов
 -1,125 26,36 -1,17 26,41 11,52 10

нов
 

13 -1,15 26,68 -1,139 26,66 11,3  
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Наступні операції призводять до знаходження вектора 

оптимальних параметрів генератора *
λ . Продовження ітераційного 

процесу не призводить до істотної зміни місцезнаходження точки 
центра тяжіння (рис..3.3.2). Зупинка обчислень для значення ε=0,1 дає 

вектор оптимальних значень БПКС ),( ***
jjcn KX

i
=λ )61,26 ;157,1(−=  

та значення  27,11)(* =∗
λ

вс
τ . 

Траєкторія руху центра тяжіння, а також швидка збіжність 
ітераційного процесу до точки оптимальних значень параметрів БПКС 
підтверджує високу ефективність застосованого методу оптимізації. 

В результаті двонаправленої оптимізації параметрів БПКС  
тривалість процесу встановлення багаточастотного режиму коливань 
зменшилась з 0,082 с до 0,0225 с (більш ніж в три рази в порівнянні з 
вихідним значенням), в той час, зміною тільки одного параметра 
(збільшенням jjK  до значення 23,7 чи 

iсп
X  до –0,6) досягається 

відповідно виграш лише у два рази та на 95%  відповідно [171]. 
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 
 В даній главі розглянуті питання побудови БПКС, як основного 
динамічного елемента інваріантного ПРП. Сформульовано та 
розв'язано задачу синтезу БПКС, як задачу параметричної оптимізації 
за критерієм мінімуму часу встановлення коливань з урахуванням 
обмежень на максимальні амплітуди коливань та величину 
початкового вибігу частоти. 
 На основі структури БПКС як динамічного об’єкта за 
допомогою метода повільнозмінних комплексних амплітуд, одержані в 
матричній формі узагальнені амплітудні та фазові рівняння руху 
багаточастотної коливальної системи без обмежень на кількість 
коливань генерування. На прикладі тричастотного режиму коливань 
проведено аналіз рівнянь руху БПКС та визначені межі допустимих 
параметрів системи, як результат розв’язання першого етапу задачі 
оптимізації, який забезпечує гарантовану стійкість багаточастотного 
режиму генерації та відсутність побічних екстремальних значень 
цільової функції. Показана можливість керування кількістю частот 
генерування шляхом варіації параметрів БПКС. 
 На основі одержаних результатів встановлено, що мінімізація 
часу встановлення коливань у БПКС забезпечується шляхом 
вирівнювання активності генеруємих коливань (коефіцієнтів 
регенерації) за умови досягнення компромісу між амплітудами 
коливань (стійкістю) та початковими вибігами частот (стабільністю). 

В результаті проведеної багатопараметрової оптимізації типової 
схеми тричастотної БПКС одержано вектор оптимальних  параметрів, 
який суттєво скорочує час встановлення коливань. Так, для резонатора 

АТ.-.зрізу з частотою основного резонансу Гц  10009987
1

=qf  за 

добротності 103000
1

=qQ  та з частотами двох ангармонік 

Гц  10197018
2

=qf , Гц  10268125
3

=qf  за добротностей 84000
2

=qQ , 

61000
3

=qQ  тривалість процесу встановлення багаточастотного 

режиму коливань зменшено з 0,082.с до 0,0225.с, що більш ніж в 3 
рази менше в порівнянні з вихідною.  
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ГЛАВА 4 
 

ПРОЦЕСОТВОРНІ МЕХАНІЗМИ ДИНАМІКИ 
БАГАТОЧАСТОТНИХ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНИХ СИСТЕМ 

 
Як показано в попередніх главах, перехід до багатомодового 

режиму збудження кварцового резонатора сильно впливає на динаміку 
ПРП, що виражається у зміні характеру перехідних процесів та 
подовженню їх тривалості. Тому практичне використання інваріантних 
ПРП ставить нагальним питання включення динамічних параметрів 
БПКС до числа розрахункових на етапі проектування. 

На першому рівні вирішення даної задачі забезпечується 
стійкість та необхідний характер встановлення коливань в БПКС. Це 
вимагає розв’язання автономної системи скорочених диференціальних 
рівнянь (3.1.17), які описують поведінку БПКС на етапі встановлення 
коливань [178]. Скорочення тривалості перехідних процесів шляхом 
параметричної оптимізації призводить і до зменшення загального часу 
готовності ПРП. Оскільки на етапі встановлення амплітуд коливань 
характер процесів встановлення амплітуд та частот коливань мають 
тотожний характер, то, в багатьох випадках, виконання процедури 
(3.3.1) дозволяє забезпечити необхідні динамічні параметри. Однак, 
для прецизійних ПРП час встановлення частот коливань (на рівні 

118 1010 −− − ) на декілька порядків перевищує тривалість перехідних 
процесів, які розглядаються в межах встановлення амплітуд коливань 
(3.2.2). Це вимагає врахування більш тонких процесів, які впливають 
на динамічні параметри БПКС. 

На другому рівні вирішення цієї задачі система (3.1.17) повинна 
доповнюватися рівняннями, які описують поведінку БПКС під дією 
ФВ. В якості таких факторів необхідно розглядати термальні, 
вібраційні впливи, впливи обумовлені параметричною нестабільністю, 
явищем анізохронізму КР тощо. Тільки даний системний підхід до 
вирішення цієї задачі дозволяє досягти високих точностних 
характеристик ПРП, які наближаються до потенційних.            

В даній главі викладені результати кількісного аналізу 
характеристик процесу встановлення коливань у БПКС з урахуванням 
впливів параметрів регенерації та вибіркових властивостей кіл ЗЗ. 
Особливу увагу приділено термодинамічним складовим 
нестабільності частоти БПКС, як одному із основних ФП, що обмежує 
точностні характеристики ПРП. Розглянуті питання визначення 
поточного теплового стану КР та вплив похибок ідентифікації на 
точностні характеристики та динаміку ПРП. 
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4.1. Кількісний аналіз характеристик процесу встановлення 
коливань БПКС 

4.1.1. Вплив параметру регенерації на динаміку встановлення 
коливань у БПКС 

 
 Розглянемо більш детально вплив варіацій параметру 

регенерації mjK R
j ,  , 11 =>  (3.1.29) на динаміку тричастотної БПКС 

(3.1.23) – (3.1.25) на біполярних транзисторах. Основні результати 
досліджень представлені на рис. 4.1.1 – 4.1.5 (таблиці 4.1.1 – 4.1.5). 

 На рис. 4.1.1 (табл. 4.1.1) приведені апроксимовані залежності 

нормованого часу встановлення коливань 
вс

τ  (3.2.2) за змін параметра 

χ  (3.2.4) для різних значень коефіцієнтів кіл ЗЗ jjK  (відсутність 

значень відповідає зриву стійкого тричастотного режиму коливань). 
Видно, що за великих значень співвідношення еквівалентних опорів 
χ  суттєвого збільшується і час встановлення коливань, який досягає 

своїх максимальних значень поблизу границь стійкості, причому 
варіації тривалості перехідних процесів в області стійкості 
багаточастотного режиму коливань можуть збільшуватись від 5 до 100 
і більше разів відносно найменших значень! Компенсація цих явищ за 
великого розкиду динамічних опорів КР БКЧ можлива шляхом вибору 

відповідних значень jjK  (підвищення енергетики коливань), що 

покращує не лише динамічні властивості БПКС, а і призводить до 
розширення областей стійкості багаточастотного режиму генерації 
(рис. 4.1.1). 
 Подібний ефект досягається також (зазвичай в меншій мірі) 
також ретельним вибором початкової напруги зміщення в точці 
спокою 

iсп
X  (рис. 4.1.3, табл. 4.1.3). Даний шлях є більш раціональним 

у порівнянні з попереднім, так як, в багатьох випадках, є більш 
простішим в реалізації.  

На рис. 4.1.2, 4.1.4 (табл. 4.1.2, 4.1.4) представлені залежності 
нормованого частотного зсуву 

jejQwδ  за варіацій параметрів БПКС. 

Видно, що явище амплітудно-фазової конверсії, яке викликає зсуви 
частот БПКС на етапі встановлення, мало проявляється для 
енергетично «слабких» коливань (рис. 4.1.2, 4.1.4). Це пояснюється 

тим, що величина параметру регенерації R
jK  визначає амплітуду
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Таблиця 4.1.1 – Нормований час встановлення коливань за варіації χ , jjK  

χ  jjK =5 jjK =10 jjK =15 jjK =20 jjK =25 jjK =30 

1 12,446 4,145 2,536 1,729 1,319 1,081 

2 – 12,699 6,045 4,006 3,098 2,437 

3 – 46,805 12,445 7,264 5,135 3,961 

4 – – 27,509 12,145 7,830 5,803 

5 – – 109,23 21,871 12,065 8,351 

6 – – – 46,273 19,089 11,686 

7 – – – 156,843 32,806 17,153 

8 – – – – 71,687 25,558 

9 – – – – 325,802 45,570 

10 – – – – – 111,504 

11 – – – – – 350,863 

12 – – – – – 374,533 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Рис. 4.1.1 – Нормований час встановлення коливань за варіації χ , jjK  
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Таблиця 4.1.2 – Максимальний нормований вибіг частоти коливань 

за варіації χ , jjK  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

χ  jjK =5 jjK =10 jjK =15 jjK =20 jjK =25 jjK =30 

1 0,689 1,914 3,272 4,825 6,432 8,057 

2 – 1,012 1,638 2,412 3,221 4,042 

3 – 0,784 1,092 1,615 2,151 2,691 

4 – – 0,824 1,214 1,612 2,021 

5 – – 0,713 0,852 1,312 1,621 

6 – – – 0,695 1,079 1,353 

7 – – – 0,601 0,927 1,164 

8 – – – – 0,810 1,023 

9 – – – – 0,738 0,910 

10 – – – – – 0,817 

 11 – – – – – 0,799 

12 – – – – – 0,720 

Рис. 4.1.2 – Максимальний нормований вибіг частоти  коливань 
за варіацій χ , jjK  
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Таблиця 4.1.3 – Нормований час встановлення  коливань за  
варіації 

iсп
X , jjK  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

iсп
X  

jjK =10 jjK =20 jjK =30 jjK =40 

-1,5 – 20,516 10,821 4,904 

-1,4 – 15,146 9,329 4,239 

-1,3 – 11,462 7,054 3,741 

-1,2 231,472 9,112 5,914 3,419 

-1,1 128,546 8,248 4,751 3,071 

-1,0 44,595 7,383 3,976 2,748 

-0,9 35,421 6,412 3,322 2,522 

-0,8 27,238 5,938 2,998 2,397 

-0,7 22,172 5,592 2,781 2,231 

-0,6 18,928 5,016 2,514 – 

-0,5 16,291 4,866 2,324 – 

Рис. 4.1.3 – Нормований час встановлення коливань за варіації 
iсп

X , jjK  
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Таблиця 4.1.4 – Максимальний нормований вибіг частоти коливань за 
варіації 

iсп
X , jjK  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

iсп
X  

jjK =10 jjK =20 jjK =30 jjK =40 

-1,5 – 0,712 1,235 2,381 

-1,4 – 0,924 1,348 2,815 

-1,3 – 1,172 1,925 3,152 

-1,2 0,421 1,315 2,354 3,938 

-1,1 0,436 1,465 2,953 4,564 

-1,0 0,462 1,863 3,558 5,294 

-0,9 0,595 2,215 4,325 6,817 

-0,8 0,864 2,896 5,294 7,943 

-0,7 1,073 3,565 6,312 8,652 

-0,6 1,321 4,213 7,153 – 

-0,5 1,642 4,932 8,267 – 

Рис. 4.1.4 – Максимальний нормований вибіг частоти  коливань 
за варіацій 

iсп
X , jjK  
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коливань генерації і, відповідно, для енергетично «слабких» коливань 
(з малою амплітудою) початкові зсуви частот менші, ніж у 
енергетично «сильних» коливань (з великою амплітудою). 
 Вимоги щодо зменшення зсувів частот коливань БПКС 
вступають в протиріччя з задачами забезпечення стійкості 
багаточастотного режиму генерації та динаміки перехідних процесів.  
Найбільша стійкість коливань досягається за умови забезпечення 
режиму, близького до симетричного. Наближення до цього режиму 
можна оцінити за допомогою параметра jj UUk

jj
U

3131
min/max

≤≤≤≤
= , який 

для симетричного режиму повинен бути близьким до одиниці. 
 Великий розкид динамічних опорів КР, окрім погіршення 
динаміки встановлення суттєво впливає і на стійкість  коливань, які 
збуджуються (рис. 4.1.5, табл. 4.1.5). Це треба обов’язково враховувати  
на етапі проектування БПКС (виборі КР для БКЧ) [169, 170].    

 
4.1.2. Вплив вибірних властивостей кіл зворотного зв’язку  на 

динаміку встановлення коливань у БПКС 
 

Розглянемо вплив вибірних властивостей кіл ЗЗ на динаміку 
тричастотної   БПКС   (рис. 4.1.6,  4.1.7, табл. 4.1.6,  4.1.7).  Як видно, 
вибірні  властивості  кіл  ЗЗ  в  першу  чергу  впливають  на  початкові 
зсуви частот коливань (рис. 4.1.7), і збільшенням коефіцієнту 
придушення міжканальних завад jiγ  можна у декілька разів 

зменшити початковий зсув частот коливань за практично незмінної 
динаміки їх встановлення за амплітудою (рис. 4.1.6). 

З точки зору практичної реалізації [171] коефіцієнт придушення 
міжканальних завад jiγ  доцільно зафіксовувати на етапі 

проектування та під час параметричної оптимізації БПКС не 
використовувати [169, 170]. 

 
4.2. Термодинамічні процеси в ПРП 

 
Варіація температури кварцового резонатора є одним із 

основних дестабілізуючих ФВ, який обмежує точностні 
характеристики ПРП. Намагання мінімізувати дані впливи у 
сукупності з вимогами до мікромініатюризації та зниженню 
енергоспоживання призвело до створення нового класу 
п’єзорезонансних пристроїв – кварцових резонаторів-термостатів (РТ) 
та ПРП на їх основі [179–183]. Основою даних пристроїв є система 
термостатування,  яка,  як  правило,  використовує плівкові нагрівачі та  
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Таблиця 4.1.5 – Максимальне співвідношення амплітуд коливань 
за варіації χ , jjK  

 
 

χ  jjK =5 jjK =10 jjK =15 jjK =20 jjK =25 jjK =30 

1 1 1 1 1 1 1 

2 – 1,464 1,319 1,228 1,153 1,107 

3 – 2,477 1,688 1,485 1,363 1,279 

4 – – 2,322 1,812 1,585 1,454 

5 – – 4,377 2,232 1,838 1,652 

6 – – – 3,104 2,179 1,866 

7 – – – 8,013 2,733 2,147 

8 – – – – 3,965 2,550 

9 – – – – 8,324 3,257 

10 – – – – – 5,047 

11 – – – – – 9,556 

12 – – – – – 14,687 

Рис. 4.1.5 – Максимальне співвідношення амплітуд коливань 
за варіації χ , jjK  
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Таблиця 4.1.6 – Нормований час встановлення коливань за 

варіації jiγ , jjK  

 

дБ ,jiγ  jjK =10 jjK =20 jjK =30 jjK =40 

-10 45,785 8,053 3,964 – 

-11 44,321 7,899 3,945 2,715 

-12 43,428 7,765 3,895 2,721 

-13 43,812 7,692 3,921 2,699 

-14 43,565 7,539 3,914 2,703 

-15 43,215 7,400 3,945 2,700 

-16 43,956 7,424 3,968 2,745 

-17 44,394 7,441 3,952 2,731 

-18 45,326 7,452 3,945 2,776 

-19 45,311 7,452 3,961 2,754 

-20 45,218 7,450 3,976 2,736 

Рис. 4.1.6 – Нормований час встановлення коливань за  
варіації jiγ , jjK  
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Таблиця 4.1.7 – Максимальний нормований вибіг частоти 

коливань за варіації jiγ , jjK  

 

 

 

 

 

 
   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

дБ ,jiγ  jjK =10 jjK =20 jjK =30 jjK =40 

-10 2,142 7,162 12,367 – 

-11 1,742 6,212 10,251 14,431 

-12 1,574 5,412 8,315 12,624 

-13 1,321 4,321 7,211 11,322 

-14 1,195 3,915 6,635 10,530 

-15 1,021 3,619 5,219 9,961 

-16 0,825 3,052 4,121 8,214 

-17 0,735 2,714 3,952 7,315 

-18 0,692 2,461 3,215 6,933 

-19 0,601 2,214 2,942 6,124 

-20 0,530 1,932 2,514 5,461 

Рис. 4.1.7 – Максимальний нормований вибіг частоти  коливань 
за варіації jiγ , jjK  
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термодатчики, що встановлюються безпосередньо на п’єзоелементі 
поза зоною локалізації коливань.  

Намагання скоротити час готовності РТ за рахунок 
прискореного розігріву ПЕ суттєво спотворює його температурне поле, 
що обумовлює появу значних градієнтів температури. При цьому 
спостерігаються характерні термодинамічні зсуви частот, які помітно 
погіршують динаміку РТ. Цілком реальна ситуація, коли динамічна 
складова частоти зводить нанівець спроби скорочення часу тривалості 
перехідних процесів, більш того, починаючи з деякого значення 
швидкості розігріву, подальше її збільшення може не тільки не 
прискорювати, але і, навпроти, сповільнювати процес встановлення 
частоти [179, 180]. Тому особливої уваги набуває задача забезпечення 
оптимального теплового режиму ПЕ, як на етапі встановлення 
коливань, так і в стаціонарному режимі за номінальної температури  
термостатування. 

  
4.2.1. Узагальнена теплова модель кварцового резонатора 

 
Базова конструкція кварцового резонатора товщинно-зсувних 

коливань (рис. 4.2.1) складається з кварцового п’єзоелемента (1) з 
нанесеними електродами (2), кварцоутримувачів (3), які одночасно 
виконують функції виводів ПЕ, герметизованого (вакуумованого) 
корпусу (4), який електрично ізольований від корпусу за допомогою 
діелектричних втулок (5). Як видно з аналізу конструкції теплообмін 
п’єзоелемента із зовнішнім середовищем для вакуумованих КР в 
основному відбувається за рахунок кондуктивного теплообміну через 
кварцоутримувачі Condутр, тепловій радіації кристалу Radкр, електродів 
ПЕ Radел та корпусу КР Radк; герметизовані кварцові резонатори 
характеризуються ще й присутністю теплообміну через газ у корпусі 
КР, який визначається двома складовими: теплопередачею за рахунок 
теплопровідності газу і конвекції [144, 145].    

Теплопередача за рахунок кондукції. Тепловий потік condQ  

за кондуктивного теплообміну розраховується у відповідності до 
співвідношення [184 -187] 

                       )( 0TTQ S
T
condcond −⋅= σ ,                          (4.2.1) 

де L
S

RT
T

cond
cond

⋅== λσ 1  – параметр теплопередачі (теплова 

провідність), 1KВт
−⋅ ; T

condR  – тепловий опір; λ  – коефіцієнт 

теплопровідності; LS,  – перетин і довжина теплопровідного елемента 
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конструкції; 0,TTS  – температура в “гарячій” та “холодній” зонах 

відповідно. 
В загальному випадку коефіцієнт теплопровідності залежить від 

температури і може бути представлений у вигляді 

                       )1(0 Tβλλ += , 11
КмВт

−−⋅  ,               (4.2.2) 

де 0λ  – теплопровідність, віднесена до відповідної температури; 

β – температурний коефіцієнт теплопровідності. 

Із (4.2.1) зрозумілі шляхи зменшення теплообміну за рахунок 
кондукції: використання матеріалів з низьким коефіцієнтом 
теплопровідності λ , зменшення перетину та збільшення довжини 
теплопровідного об’єму, що призводить до збільшення його теплового 
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Рис. 4.2.1 – Базова конструкція кварцового резонатора товщинно-
зсувних коливань: 1–п’єзоелемент; 2–електроди; 3–кварцоутримувачі; 
4–корпус; 5–діелектрична втулка; Cond, Rad та Conv – теплопередача 

за рахунок кондукції, радіації та конвекції відповідно 
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опору T
condR . 

Оцінимо вплив металізації на еквівалентну теплопровідність 
кристалу кварцу. Для цього визначимо співвідношення 

qqqcond

econd

h

hh CrCrAgAg
T

T

λ
λλ

σ
σ +

=  ,                  (4.2.3) 

де AgAghλ , CrCrhλ  та qqhλ  – добутки теплопровідностей і товщин 

шару срібла та хрому, а також добуток середньої теплопровідності 
кристалу кварцу і товщини ПЕ. 

Так, для п’єзоелемента з мм 2,0=qh  та хромо-срібного 

покриття з A 2000&≅+ CrAg hh  значення величини 01,0<qcondecond
TT σσ , 

що дає всі підстави теплопровідністю металізації econd
Tσ  знехтувати. 

Теплопередача за рахунок теплової радіації. З точки зору 
теплообміну за рахунок випромінювання КР являє собою замкнуту 
систему, що складається з невогнутого тіла – ПЕ з 
кварцоутримувачами, яке знаходяться у порожнині іншого тіла – 
оболонки (корпуса КР), і відділене від нього прозорим середовищем 

(вакуумом). В цьому випадку теплопровідність T
Radσ  між ПЕ та 

корпусом КР з достатнім ступенем точності може бути визначена як 
[186] 

                  

к

к

ккк

S
S

ТТТТS

ПЕ
ПЕ

ПЕПЕПЕПЕT
Rad

⋅−−−

++⋅=
))((

))((

111

22

0

εε

εεσσ  ,          (4.2.4) 

де 42
8

0
Км

Вт1067,5  −⋅=σ  – постійна Стефана-Больцмана; 
ПЕ

ε , 

к
ε  – випромінювальні здатності ПЕ за температури 

ПЕ
Т  та корпусу 

КР за температури 
к

T ; 
ПЕ

S , 
к

S  – площі імітуючих поверхонь ПЕ та 

корпусу. 
Співвідношення (4.2.4) визначає шляхи зменшення втрат тепла 

за рахунок випромінювання: мінімізація еквівалентних поверхонь 

ПЕ
S , 

к
S  та використання відповідних покрить для зниження степеня 

чорноти внутрішньої поверхні корпусу КР. 
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Теплопередача через газ у корпусі КР. Наявність газу 
(повітря) у корпусі КР обумовлює присутність теплообміну за 
рахунок газової теплопровідності та конвекції. 

Передача тепла між ПЕ та корпусом через прошарок газу, у 
якому відсутня конвекція, визначається співвідношенням (4.2.1), де 

відповідна теплопровідність T
gasσ  залежить від коефіцієнту 

теплопровідності газу (повітря) gasλ  та ефективної товщини δ  

прошарку газу. Для вакуумних резонаторів, де залишковий тиск газу 
не перевищує 0,1 мм рт. ст., наступає вільно-молекулярний режим 
теплоперенесення, у якому теплопередача сильно ослаблена. В цьому 
випадку теплопровідність нерухомого газу з тиском P  та 
температурою 0T  визначається як [186] 

  1
0

0

)(
81

1 −−⋅⋅=
−
+

ТT
T

PR
S

ПЕПЕ

T
gas µπγ

γασ ,            (4.2.5) 

де α  – коефіцієнт термічної акомодації; 
V

P
C

C=γ  – відношення 

теплоємностей газу за постійного тиску та об’єму; R  – універсальна 
газова постійна; µ  – молекулярна маса газу. Для повітря ці параметри 

складають: 4,1=γ ; 
Кмоль

Дж  314,8 ⋅=R  ; µ =28,96 . 

Як видно з (4.2.5), основним шляхом зниження втрат за рахунок 
теплопровідності залишкового газу є зниження тиску P , що властиво 
для прецизійних вакуумних резонаторів та резонаторів-термостатів, де 
цими втратами тепла можна знехтувати. 

Вплив конвективної складової на загальний процес 
теплопередачі може бути оцінений за допомогою добутку rr PG ⋅  

[184 – 186], де TXgGr ∆= −  232 νβρ – число Грасгофа; 1−⋅= λµ Pr CP  

– число Прандтля; 
зм

T
1≈β  – температурний коефіцієнт об’ємного 

розширення газів, 1−K ; 
зм

T  – температура змішення; ρ  – густина 

газу, 3
м

кг ; ν  – динамічна в’язкість газу, 2
м

cН ⋅ ; g  – прискорення 

сили тяжіння, 2
с

м  81,9 . Конвективна складова вносить суттєвий 
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внесок у загальний теплообмін за умови 310>⋅ rr PG . Враховуючи 

конструктивні особливості типових кварцових резонаторів даною 
складовою теплообміну можна знехтувати [187].  

 
4.2.2. Особливості визначення температурно-наведених зсувів 

резонансних частот кварцових п’єзоелементів 
 

Статична термальна поведінка автономних п’єзопластин   
кварцових резонаторів у стані теплової рівноваги з рівномірно 
розподіленим (в об’ємі) температурним полем вивчена достатньо 
повно [140, 188]. В той же час, для визначення реальних частотних 
характеристик КР необхідно враховувати його повний тепловий стан, 
який визначається сукупністю факторів по взаємодії п’єзопластини з 
елементами конструкції резонатора за змін умов збудження та варіацій 
зовнішньої температури. Це пояснюється тим, що в цих умовах 
спостерігаються значні спотворення температурного поля, які 
викликають тим самим додаткові квазістатичні термомеханічні стреси, 
які обумовлюють зсув частоти ПЕ у порівнянні з температурно-
частотною характеристикою автономної п’єзопластини.   

В загальному випадку відносне зміщення власної частоти 
коливань п’єзопластини під дією зовнішньої сили ( )ψF , яка 

прикладена на торцях п’єзоелементу дискової форми повздовж його 
діаметру, визначається як 

            )()(2
0

0

ψψ FKnR
f

f

f
f ∆⋅⋅⋅=∆

,                   (4.2.6) 

де ψ – азимут прикладання сили ( )ψF ; 0f  – номінальна частота 

коливань; n  – номер механічної гармоніки; R  – радіус ПЕ; )(ψfK  – 

силочастотний коефіцієнт Ратайского, який для кварцових ПЕ добре 
апроксимується співвідношенням 

       ψψψψ 2sincossin)( 22 ⋅+⋅+⋅= fxzfzfxf KKKK ,     (4.2.7) 

де  fxK , fzK , fxzK  – коефіцієнти силочутливості за напрямками  

відповідних осей кристалу кварцу [189]. 
Для знаходження ( )ψF∆  приймемо до уваги, що тензор 

пружних деформацій елементарного об’єму п’єзопластини зв’язаний зі 
зміною температури T∆  співвідношенням 
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                                    Tlr ijij ∆⋅= ,                                       (4.2.8) 

 де ijl  – компоненти тензора другого рангу теплового розширення 

кварцу, а силові напруги, що виникають при цьому описуються 
узагальненим законом Гука 

   TdrCt ijklijklij ∆⋅=⋅= ,                                 (4.2.9) 

де ijklC  – компоненти тензора четвертого рангу модулів пружності 

[140]. 
Аналіз ПЕ, як анізотропного тіла, вирізаного під певними 

кутами до кристалографічних осей XYZ , значно спрощується, якщо 
здійснити перехід до нової системи координат ZYX ′′′ , де, в якості 
базисних, обирають напрямки виготовлення п’єзоелемента. За своєї 
симетрії кристал α - кварцу відноситься до тригональної сингонії, клас 
32. У цій системі вісь Z  відповідає вісі симетрії четвертого (вищого) 
порядку – оптичній вісі, а за вісі X  і Y  обираються дві 
взаємоперпендикулярні вісі другого порядку – електрична та 
механічна [188]. Для переходу до нової системи координат 
використовується матриця переходу [140] 

        

















−−+
+−

−
=

γβαβαβγγβαβα

γβαβαβγγβαβα

γαγγα

SSSCCSCSSCCS

SCSSCCCSCCSS

CSSCC

Г ,    (4.2.10) 

де αα cos=C , ββ cos=C , γγ cos=C  і αα sin=S , 

ββ sin=S , γγ sin=S  – направляючі косинуси та синуси; 

β , γ , α  –  кути повороту навколо осей X , Y , Z  відповідно. 

В якості прикладу знайдемо тензор теплопровідності кварцу k  
для однообернених ( )°βyxl  та двообернених ( )°° βγyxbl  

п’єзоелементів. У відповідності до (4.2.10) матриці переходу в 
першому та другому випадку будуть мати вигляд 

                                


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



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Г                                 (4.2.11) 
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та                      



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

−
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ββγγβ

ββγγβ

γγ

γβ
CSCSS

SCCSС

SС 0

Г .                    (4.2.12) 

Тоді виконуючи перетворення 1
ГkГk −=′ , де Т1

ГГ =−  
зворотна матриця, отримаємо 
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kk ,     (4.2.13) 

де βk ′ , γβk ′  – тензори теплопровідності для одноповоротного та 

двоповоротного зрізів. 
Такий результат пояснюється специфічними особливостями 

кристалів, для яких характерна рівність 2211 kk = . Компоненти 

1111
' kk = , 2

33
2

1122
'

ββ SkCkk ⋅+⋅=  та 2
33

2
1133 ββ SkCkk ⋅+⋅=  – 

визначають величину коефіцієнта теплопровідності у напрямках, які 
відповідають осям X ′ , Y ′  та Z′  відповідно, а появою компонент 

ββCSkkkk )( 11333223
'' −==  встановлюється взаємозв’язок між 

напрямками Y ′  та Z′ . 
 Здійснюючи у відповідності до (4.2.11), (4.2.12) перехід 

1dΓΓd −=′   у площину п’єзопластин найбільш розповсюджених 

одноповоротних – АТ, БТ ( )°βyxl  та двоповоротних – SC, FC  

( )°° βγyxbl  - зрізів п’єзоелементів і використовуючи з урахуванням 

геометричних особливостей ПЕ циліндричну систему координат, 
отримаємо  

    )()()( ψψψ rеrrr TSdF ∆⋅⋅=∆ ,           (4.2.14) 

де )(ψrF∆  – зміни розподілених сил, які діють в об’ємі 

п’єзопластини повздовж радіуса r ; 
ее

hRS ψ∆⋅⋅=  – площа 

елементарної площадки торцевої поверхні ПЕ, h  – товщина ПЕ. 
 Враховуючи (4.2.10) в співвідношенні (4.2.6) та проводячи 
інтегрування по ψ  в межах від 0 до π  і по r  в межах від 0 доR  

перейдемо до інтегральної форми запису  
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         ( )[ ] ψψψψ
π

dTTdKh
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Rrrf  )()(
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0
∫ −⋅⋅=∆

,       (4.2.15) 

де 0T , )(ψRT – температура в центрі та на краю ПЕ [190]. 

Як видно з (4.2.11), основною задачею при визначенні зсувів 
частот f∆  є отримання розподілу температурного поля ПЕ, яке у 

загальному випадку в довільний момент часу описується рівнянням 
теплопровідності 

                z)y,(x,) ( VqgradTdiv
t

T
c +=

∂
∂

kρ ,                   (4.2.16) 

де c , ρ  – теплоємність, щільність кварцу; k – тензор теплопровідності ; 

z)y,(x,Vq  – об’ємна щільність джерела тепла; T – температура. 

В загальному випадку, з урахуванням нелінійних та 
анізотропних властивостей кристалу кварцу та конструктивних 
особливостей КР, отримання розв’язку (4.2.16) в аналітичному вигляді 
неможливе [145]. Кардинальним вирішенням проблеми розв’язання 
(4.2.12) є перехід до чисельних методів інтегрування диференціальних 
рівнянь в частинних похідних, зокрема – до методу скінченних 
елементів (МСЕ), який добре себе зарекомендував в подібних задачах.  

 
4.2.3. Чисельне інтегрування рівняння теплопровідності 

 в системі  MATLAB/FEMLAB 
 

 Цілий ряд фізичних процесів (теплопровідності, дифузії тощо) 
призводить до розв’язання еліптичних (параболічних) 
диференціальних рівнянь другого порядку, які або зовсім не мають 
аналітичних розв’язків, або їх розв’язання можливе лише за певних 
(досить жорстких) обмежень. Для вирішення цієї проблеми на 
теперішній час розроблений цілий ряд чисельних методів 
інтегрування, одним з найбільш поширеним і ефективним з яких є 
метод скінченних елементів [191, 192]. Основна ідея МСЕ полягає в 
тому, що поведінка неперервної величини (температура, тиск і т.п.) 
апроксимується за допомогою дискретної моделі, яка будується на 
множині кусково-неперервних функцій, визначених на кінцевому 
числі підобластей. Кусково-неперервні функції визначаються за 
допомогою значень неперервної величини в кінцевій кількості точок 
області, що розглядається. В загальному випадку неперервна величина 
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невідома, і необхідно визначити значення цієї величини у певних 
точках визначеної області. 

Основним типом рівняння, розв’язок якого забезпечується  
комплектом інструментів Partial Differential Equation (PDE) Toolbox 
MATLAB [162, 163, 167] є еліптичне рівняння 

                               ( ) faugraducdiv =+⋅− ,                            (4.2.17) 

де fac ,,  і невідоме рішення u  є комплексними функціями, які 

визначені на обмеженій у площині області Ω . Система підтримує два 
основних типи граничних умов – Диріхлє та Неймана: 

                                             rhu = ;                                           (4.2.18) 

                                  ( ) gqugraducn =+⋅⋅r

,                          (4.2.19) 

де n
r

 - зовнішня нормальна одиниця; rhqg ,,,  - функції, які 

визначені на границі Ω∂ . 
Слід відзначити, що формулювання умови Неймана 

відрізняється від традиційного для потенційної теорії, де ці умови  
звичайно відноситься до випадку 0=q . Тому граничні умови (4.2.19) 

слід називати змішаними. Для випадку 0=c  умови (4.2.19) 
перетворюються в умови Диріхлє. 

Для отримання наближеного рішення еліптичного PDE 
виконуються наступні дії: 

1. Описується геометрія області Ω  і граничні умови. Це може бути 
зроблено або інтерактивно, з використанням інструмента pdetool, або 
через m-файли  pdegeom і  pdebound. 

2. Область визначення неперервної величини Ω  розбивається на 
кінцеву кількість елементів. Ці елементи мають спільні вузлові точки і 
разом апроксимують область Ω . 

3. Дискретизуються PDE і граничні умови для отримання лінійної 
системи FKu = . Вектор u  містить значення наближеного рішення у 
вершинах елементів, матриця K  утворюється коефіцієнтами 

qhac ,,, , права сторона F  містить середні величини f  навколо 

кожної вершини з урахуванням g .  

Припустимо, що u  є рішенням диференціального рівняння 
(4.2.17). Використаємо метод Гальоркіна [191], для чого помножимо 
(4.2.17) на довільну тестову функцію v  і проінтегруємо в області Ω : 

                ( )( ){ } ∫∫
ΩΩ

=+⋅− dxfvdxauvvgraducdiv .             (4.2.20) 
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Використавши формулу Гріна (інтегрування частинами) та 
замінивши граничний інтеграл граничною умовою перейдемо до 
варіаційної задачі: 

( ){ } ( ) vvdsgqudxfvauvgradvgraduc ∀=+−−−+⋅⋅ ∫∫
Ω∂Ω

,0 .  (4.2.21) 

Це рівняння називається варіаційною, або слабкою формою 
диференціального рівняння. Очевидно, що будь-який розв’язок 
диференціального рівняння (4.2.21) – розв’язок варіаційної задачі. 
Заміна відповідає дійсності за певних обмежень для області і  
коефіцієнтів функцій.  

Розв’язок PDE u  і тестова функція v  належать до одного 

функціонального простору V . Для проектування слабкої форми 
диференціального рівняння на N  – вимірний підпростір обмеженого 

розміру NV  необхідно, щоб VVvu N ⊂∈, . Розв’язком задачі 

обмеженого розміру є елемент простору, що наближається до слабкого 
розв’язку, на якому функціонал енергії досягає свого мінімуму. 
Конвергенція гарантована, якщо простір NV  наближається до V  за 

умови ∞→N .  
Варіаційне рівняння (4.2.21) повинно задовольнятися для 

тестової функції Ni V∈φ , яка формує базис, тобто: 

( ){ } ( ) 0=+−−−+⋅⋅ ∫∫
Ω∂Ω

dsgqudxfaugradgraduc iiii φφφφ , 

                                                                            Ni ,,1K= .       (4.2.22) 

Представив розв’язок u  в базисі NV  

                                     ( ) ( )∑
=

=
N

j
jj xUxu

1

φ                                   (4.2.23) 

отримаємо систему рівнянь 

  ( ) =











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1

φφφφφφ            (4.2.24) 

                                                        ∫∫
Ω∂Ω

+= dsgdxf ii φφ , Ni ,,1K=  

або у матричній формі 
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                                         ( ) GFUQMK +=++ ,                         (4.2.25)       

де ( )∫
Ω

⋅⋅= dxgradgradcK ijji φφ,  – матриця жорсткості розміру 

NN × ; 

∫
Ω

= dxaM ijji φφ,  – матриця маси розміру NN × ; 

∫
Ω∂

= dsqQ ijji φφ,  – матриця розміру NN × ; 

∫
Ω

= dxfF ii φ , ∫
Ω∂

= dsgG ii φ  - вектори 1×N . 

Матриці K ,M  і вектор F  формуються за допомогою функції 
assema, а матриця Q  і вектор G  за допомогою функції assemb. Якщо 

немає необхідності розрізняти матриці K , M , Q  і F  та G , то 
форма запису (4.2.25) спрощується: 

                                      FKU = .                                         (4.2.26) 

Формування необхідних матриць у даному випадку виконується 
за допомогою функції assempde. Для випадку скалярного рівняння 
матриці K , M , Q  симетричні. Якщо ( ) 0>≥ δxc , ( ) 0≥xa  і 

( ) 0≥xq  з ( ) 0>xg  на деякій частині Ω∂ , тоді 

( )
( ) ,0                    222

T

>++=

=++

∫∫
Ω∂Ω

dsqudxaugraduc

UQMKU
 0≠∀U ,     (4.2.27) 

де ( )UQMKU ++T  – енергетична норма. 

Відповідною основою для простору NV  є ряд базисних функцій 

iφ , які мають форму «намету» або «капелюха». Вони є лінійними на 

кожному трикутнику і набувають значення 0 в усіх вузлах jx  за 

винятком ix . Вимога ( ) 1=ii xφ  викликає корисну властивість: 

                                    ( ) ( ) i

N

j
ijji UxUxu ==∑

=1

φ ,                      (4.2.28) 

тобто завдяки розв’язку МСЕ системи ми отримуємо вузлові значення 
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наближених розв’язків. Також зазначимо, що базисна функція iφ  

включає всі трикутники, що не включає в себе вузол ix . Тому 

інтеграли, які з’являються у jiK , , jiM , , jiQ , , iF , iG  потрібно 

обчислювати тільки на трикутниках, які містять вузол ix . По-друге, це 

означає, що jiK ,  та jiM ,  дорівнюють нулю, поки ix  та jx  не є 

вершинами одного трикутника, тому K  та M  дуже «розріджені» 
матриці. Їх форма сильно залежить від упорядкування індексів точок 
елементів. 

За допомогою функції assempde скануються всі МСЕ 
трикутники. Для кожного трикутника обчислюється так звані місцеві 
матриці, які містять інтеграли, що оцінюються тільки в поточному 
трикутнику. Інтеграли обчислюються з використанням правила 
середньої точки. Це наближення оптимальне, оскільки має той же 
порядок точності, як і кусково-лінійна інтерполяція. 

Розглянемо трикутник, заданий вузлами 321 ,, PPP  (рис. 4.2.2). 

Елементи матриці масиm обчислюється як 

          ( ) ( ) ( ) == ∫
321

0,
PPP

dxxxPam jiji φφ                                              (4.2.29) 

                                          ( ) ( ) ( )ji
PPPплоща

Pa ,1
12

321
0 δ+= ,  

1P  

cP  

0P  

2P  

1y

1x  3P  

Рис. 4.2.2 – Місцевий трикутник P1P2P3 
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де 0P  є центром маси трикутника 321 PPP , тобто 

                                    
3

321
0

PPP
P

++= .                              (4.2.30) 

Відповідно внесок до правої сторони  

                         ( ) ( )
3

321
0

PPPплоща
Pffi

∆= .                       (4.2.31) 

Для місцевої матриці жорсткості необхідно обрахувати 
градієнти базисних функцій на 321 PPP . Оскільки базисні функції 

лінійні, то ці градієнти є константами. Виберемо базисні функції 1φ ,  

2φ , 3φ   так, щоб ( ) 1=ii Pφ .  Якщо [ ] T
1132  , yxPP =− ,  тоді отримаємо 

        ( ) 








−⋅
=

1

1

321
1 2

1
x

y

PPPплоща
gradφ ,                     (4.2.32) 

а після інтегрування (приймаємо c  як постійну): 

           ( ) [ ] ( ) 








−
−

⋅
=

1

1
,   

4

1
0

321 x

y
Pcxy

PPPплоща
k jjji .          (4.2.33) 

Якщо дві вершини трикутника лежать на границі Ω∂ , то вони 
входять до лінійних інтегралів, що пов’язані з граничними умовами. 
Якщо 1P  та 2P  – дві граничних точки, тоді маємо: 

( ) ( )

( ) 2,1
2

6

,,

, 1

21

21
,,

=
−

=

+
−

=

ji
PP

PgG

PP
PqQ

ci

jicji δ
                       (4.2.34) 

де cP  – середня точка 21PP  (рис. 4.2.2). 

Градієнти і області трикутників обчислюють за допомогою 
функції pdetrg. 

Програма еліптичного розв’язку дозволяє легко розв’язати інші 
види PDE, наприклад параболічні. Для цього призначена функція 
parabolic із комплекту інструментів Partial Differential Equation 
Toolbox. 

Розглянемо рівняння 
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                       ( ) faugraducdiv
t

u
d =+⋅−

∂
∂

 на Ω                (4.2.35) 

з початковою умовою 

( ) ( ) Ω∈= xxuxu ,0, 0                               (4.2.36) 

і граничними умовами (4.2.19). 
Для незалежних від часу коефіцієнтів, розв’язок рівняння для 

стаціонарного режиму – це розв’язок стандартного еліптичного 
рівняння (4.2.35). Представимо рішення PDE в базисі МСЕ: 

                                 ( ) ( ) ( )∑=
i

ii xtUtxu φ, , 0≥t .                    (4.2.37) 

Підставивши (4.2.37) у (4.2.36), інтегруючи по Ω  із 
застосуванням граничних умов, отримуємо: 

    
( ) ( )∑ ∫∑ ∫ 






++⋅+

ΩΩ i
ijij

i

i
ij dxagradcgrad

dt

tdU
dxd φφφφφφ    

                         ( ) ∫∫∫
Ω∂ΩΩ∂

∀+=






+ jdsgdxftUdsq jjiij ,φφφφ ,       (4.2.38) 

або в матричному представленні 

                                            FKU
U

M =+
dt

d
.                            (4.2.39) 

Розв’язуючи РDE з початковими значеннями ( ) ( )ii xuU 00 =  

отримуємо рішення (4.2.39) для кожного вузла ix  і часу t . Слід 

відзначити, що K  і F  є матрицями жорсткості і правою стороною 
еліптичної задачі (4.2.39) з граничними умовами, а M  - матриця маси 
задачі 

                               ( ) 00 =+⋅− dugradudiv .                           (4.2.40) 

Для моделювання й аналізу теплових процесів використаний 
пакет програм для МСЕ розрахунків складних науково-технічних 
задач FEMLAB [193]. Обчислення у системі FEMLAB виконуються 
під керівництвом системи МАТLAB, що дозволяє поєднувати 
моделювання у FEMLAB з великою кількістю інженерних та наукових 
додатків МАТLAB. 

Існує два найбільш поширених способи побудови геометричної 
моделі в системі FEMLAB: створення рисунку за допомогою 
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стандартних фігур, які знаходяться на панелі інструментів або експорт 
зображення з командного вікна МАТLAB.  

Для побудови геометричної моделі у діалоговому вікні системи 
FEMLAB необхідно після запуску інтерфейсу користувача (GUI) 
вибрати режим Heat Transfer/Time Dependent /2D (двомірний 
прикладний режим). Для побудови 2D моделі ПЕ (рис. 4.2.3) достатньо 
скористатися стандартними фігурами еліпса або кола, які знаходяться 
на панелі інструментів у діалоговому вікні, або виконати команди 
Draw/Ellipse/Circle. При цьому визначається центр еліпсу або кола (X – 
center, Y – center), радіус по осі Х (A – semiaxes), радіус по осі Y (B – 
semiaxes), кут повороту фігури (Rotation(degrees)) та назва фігури.  

                        а)                                                                б) 

Рис. 4.2.3 – Геометрична модель п’єзоелемента в FEMLAB: 
зовнішній вигляд плоского ПЕ з елементами кварцоутримувачів (а);  
ПЕ із зображенням сітки скінченних елементів (б) 

 
Для розв’язання задач теплопровідності система FEMLAB 

використовує рівняння (рис. 4.2.4) [194] 

   
),()(             

)(  
44 TTCTThQ

TkТС

ambtranstransexttrans −⋅+−⋅+=

=∇∇−′ρ
    (4.2.41) 

де ρ , С  – щільність та теплоємність кварцу; 

k  – коефіцієнт теплопровідності; 
Q  – щільність джерела тепла; 

transh , transC  – коефіцієнти кондуктивного теплообміну та 

теплообміну випромінюванням; 

extT , ambtransT  – температури ПЕ та навколишнього середовища. 
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а)                                                                б) 

Рис. 4.2.4 - Діалогові вікна FEMLAB: завдання граничних умов (а); 
завдання властивостей підобластей (б) 

 
При цьому, перед початком обчислень, необхідно завдати  

граничні умови (коефіцієнт теплообміну 2500=transh )КмВт
12 −−⋅  

(рис. 4.2.4) та параметри, які визначають властивості матеріалу для 

кожної підобласті, наприклад, для кварцу: 2650=ρ ( 3
мкг

−⋅ ); 

737=С ( 11
КкгДж

−−⋅ ); 02,9=k ( )КмВт
12 −−⋅ . 

 
4.2.4. Розподіл амплітуд механічних коливань у товщинно-зсувних 

резонаторах 
 

 Для п’єзорезонаторів обернутих Y - зрізів (рис. 4.2.5) амплітуди 
механічних товщинно-зсувних та товщинно-крутильних коливань 
можуть бути представлені як [195 – 198] 

                            
tjw

nmp
nmp

nmp
eu

h

n
u ⋅⋅=

2

x
sin 2

1

π
,                    (4.2.42) 

де                 

( ) ( )31

2
3

11

2
1

xx 2
x

2
x

npnm
nmp

nmp HeHeAu nn βα βα
−

−
−

−
×⋅= ; 

n
MhR

cn
n

1
3
0

1
22

2

8

ˆ

′
= πα ; 

n
PhR

cn
n

1
3
0

1
22

2

8

ˆ

′
= πβ ; ( )•−1mH , ( )•−1pH  - поліноми 

Ерміта; 1̂c , 
n

M1  і 
n

P1  - константи, які залежать від геометрії ПЕ, 

модулів пружності тощо; ...5,3,1=n  та ...3,2,1, =pm  – числа, які 
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визначають кількість напівхвиль, які вкладаються вздовж напрямків 

2X , 1X  та 3X  відповідно. 

 Для однообернутих резонаторів АТ-зрізу константи 1̂c , 
n

M1  і 

n
P1  визначаються у відповідності до наступних співвідношень: 

πχ

πχ

nc

nctgcrcccr
rcccM n

22

12226666
6612111

2))((
4)(

+′−′
+′++= ; 

551 cPn = ,                                                                                      (4.2.43) 

де 









−−= R

n

k
cc ˆ2

8
1ˆ

22

2
26

661 π
; 

22

2
66

6666 ε
e

cc += ; 
2266

2
262

26 εc

e
k = ; 

h

h
R

ρ
ρ ′′

= 2ˆ ; 
22

66

c

c=χ ; 
2266

6612

cc

cc
r

−
+=′ ; 

ρ ′ , ρ  і h′ , h  – щільності, товщини електродів і п’єзопластини 

відповідно; 11c , 12c , 11c , 55c , 66c  та 26e , 66e , 22ε  – модулі пружності 

та п’єзоелектричні постійні кварцу. 
Для двообернутих резонаторів SC - зрізу константи (4.2.43) 

визначаються більш складними співвідношеннями, які приведені в [199].  
На рис. 4.2.6 – 4.2.8 представлені типові залежності розподілу 

механічних коливань для резонаторів зсуву по товщині, які 
розраховані у відповідності до (4.2.42), (4.2.43). Видно, що для 
ангармонічних коливань (рис. 4.2.7, 4.2.8) зони розподілу механічних 
коливань мають достатньо складний характер, що треба враховувати 
при формуванні конфігурації джерел тепла для задачі (4.2.16) [200]. 

Рис. 4.2.5 – Геометрична модель кварцового резонатора 

2h0 
2h 

h′2  

h′2  
2l  

x1 

x2 

x3 

R′  
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3X  1X  

111u  

м ,3X  

м ,1X  

Рис. 4.2.6 – Типовий розподіл амплітуд механічних коливань u111 для 
резонаторів АТ - зрізу 
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113u  

3X  
1X  

м ,3X  

м ,1X  

Рис. 4.2.7 – Типовий розподіл амплітуд механічних коливань u113 для 
резонаторів АТ-зрізу 
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131u  

3X  
1X  

м ,3X  

м ,1X  

Рис. 4.2.8 – Типовий розподіл амплітуд механічних коливань u131 для 
резонаторів АТ - зрізу 
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При цьому, резонансні частоти ангармонічних коливань (4.2.43) 
визначаються як 

( )









+++

′
+= )12()12(

ˆ
21

1
4

ˆ
11

1

0
2
0

1
22

2 pPmM
cR

h

nh

cn
w nnnmp πρ

π
,  (4.2.44) 

де 0h  – максимальна товщина ПЕ. 

Розрахунок температурно-наведених зсувів частоти для 
ангармонічних коливань у відповідності до (4.2.15) потребує 

визначення відповідних коефіцієнтів силочутливості ( )ψmp
fK . 

Пов’язуючи розподіл пружних деформацій з розподілом амплітуд 
зміщення поперечного шару п’єзопластини коефіцієнт силочутливості 
у даному випадку можна представити у вигляді [201] 

 ( ) ψψψψ 2sin1cossin)( 22 ⋅−+⋅+⋅= mpmp
afxzfzfxf kKKKK ,   (4.2.45) 

де  ∑∑
==

=
l

i
z

l

i
xa ii

mp PPk
11

 – коефіцієнт асиметричності; 
ixP , 

izP  - 

проекції головних осей фігур, які утворені i - тою еквіпотенціальною 
поверхнею амплітуд зміщень, на рівні 0,5; l  – кількість локальних 
областей, які визначаються індексами m  і p .  

В таблиці  4.2.1 приведені значення експериментально 
отриманих коефіцієнтів тригонометричного ряду 

Таблиця 4.2.1 – Коефіцієнти тригонометричного ряду ( )ψmp
fK  

АТ - зріз 
 

SC - зріз 
 

iA , jB  х 1015, 

м.с/н n11 n13 n31 n11 n13 n31 

0A  10,750 10,625 10,950 0,217 0,200 0,275 

1A  16,788 13,595 16,922 3,445 3,113 3,400 

2A  -4,250 -5,583 -0,950 -0,158 -0,175 -1,275 

3A  1,217 1,667 -1,100 0,433 0,333 0,367 

1B  0,178 0,233 0,907 13,614 12,301 12,652 

2B  0,081 0,318 0,520 0,807 0,130 0,765 



Глава 4 

 201

                         ∑∑
==

+=
2

1

3

0

2sin2cos
j

j
i

if jBiAK mp ψψ                   (4.2.46) 

для резонаторів АТ - та SC - зрізів. Результати експерименту 
розходяться з (4.2.46) не більш, ніж на 5 – 10 %, що підтверджує 

правомірність даного підходу до визначення ( )ψmp
fK . 

 
4.2.5. Оцінка точності визначення температурно-наведених зсувів 

частоти кварцового резонатора 
 

Під час аналізу повного теплового стану КР у відповідності до 
теплової моделі (рис. 4.2.1) на певних етапах розрахунків можна 
ввести спрощення, які суттєво не впливають на точність розрахунків і 
дозволяють отримувати результати, що в достатній мірі адекватно 
описують термальну поведінку ПЕ. 

Розглянемо тестову задачу [202] по визначенню температурно-
наведених зсувів частоти кварцового резонатора, який складається з 
дискової п’єзоелемента радіуса R  з напиленими електродами та 
кварцоутримувачів, які виконують функцію виводів (рис. 4.2.1). В 
загальному випадку рівняння теплопровідності (4.2.16) у стані 
теплової рівноваги записується як 

z)y,(x,) ( VqgradTdiv −=k .                           (4.2.47) 

Враховуючі геометричні властивості ПЕ ( hR>> ) (рис. 4.2.5) 
перейдемо від (4.2.47) до  плоскої задачі за ізотропної апроксимації 
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та за анізотропної апроксимації 
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∂
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3113 =+
∂∂

∂+ Vq
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T
kk ,          (4.2.49) 

де k  та 11k , 33k , 13k , 31k  – коефіцієнт теплопровідності та 

компоненти тензора теплопровідності 
















=

333231

232221

131211

kkk

kkk

kkk

k . 
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Рис. 4.2.9 – Розподіл температурного поля п’єзоелемента АТ – зрізу 
 для ізотропної (а) та анізотропної (б) задач 

б) а) 

X, мм X, мм 

Z′, мм 

T, К 

Z′, мм 

T, К 

Для випадку кондуктивного теплообміну між п’єзопластиною та 
зовнішнім середовищем доповнимо рівняння (4.2.48, 4.2.49) 
граничними умовами третього роду   

           ( ) ( )inf  TThn
Tk ntrans

n
−=∂

∂− ,                    (4.2.50)     

де ( )
nn

T  ∂
∂  – похідна температури nT  за зовнішньою нормаллю 

n  до розрахункової області; transh  – коефіцієнт теплообміну, який 

визначається з (4.2.1); infT  - температура зовнішнього середовища.   

 З урахуванням (4.2.42), (4.2.43) для 1=== pmn  об’ємна 

щільність джерела визначається як 

N

V

N
V

V

q

V

P
q

n

n
зб

)x,(x
2

xexp                          

2
xexp)x,(x

31
2
3

2
1

31

′
=






−×

×






−⋅=

β

α
,           (4.2.51) 

де qqзб RIP 25,0=  - потужність збудження ПЕ; 

∫ ′=
V

dddqV VN 321321 xxx)x,x,x(  - нормуючий об’єм. 

На рис. 4.2.9 представлені картини розподілу температурного 
поля для типових параметрів ПЕ ( R=7 мм, h2 =0,278 мм), які 
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отримуються в результаті розв’язку рівнянь (4.2.48) для ізотропної 
задачі (рис. 4.2.9, а) і (4.2.49) для анізотропної задачі (рис. 4.2.9, б) з 
урахуванням (4.2.50), (4.2.51) в системі MATLAB/FEMLAB ( резонатор 

АТ - зрізу: 
Км

Втk ⋅=   23,611 , 
Км

Втk ⋅=   01,933 , 
Км

Втkk ⋅==   965,13113 ; 

резонатор SC - зрізу: 
Км

Втk ⋅=   23,611 , 
Км

Втk ⋅=   1,933 , == 3113 kk  

Км
Вт

⋅=   931,1 ). Видно, що в місцях приєднання кварцоутримувачів 

(за віссю Z′ , напрямок 3x ) присутній значний відтік тепла, чого 

практично не спостерігається на краях ПЕ за віссю X  (напрямок 1x ). 

Для анізотропної задачі спостерігається «обернення» картини 
температурного поля відносно центру ПЕ, що обумовлено різницею 
значень компонентів тензора теплопровідності 3311 kk ≠ . 

На рис. 4.2.10 представлені залежності відносних зсувів частот 
ПЕ АТ – та SC – зрізів від потужності збудження збP , які розраховані 

у відповідності до (4.2.15). У першому випадку розв’язувалася 
анізотропна задача (4.2.49), і ці залежності прийняті за еталонні. У 
другому - значення коефіцієнта теплопровідності для ізотропної задачі 
(4.2.48) відповідало направленню повздовж осі Z′  ( 33kkz =′ ), де 

спостерігається максимальний кондуктообмін (максимальне 
спотворення температурного поля) [202]. В третьому випадку при 

Рис. 4.2.10 – Залежності відносних зсувів частот ПЕ АТ - зрізу (а) 
та SC- зрізу (б) від потужності збудження: 1 - анізотропна задача; 
2 - ізотропна задача для zkk ′= ; 3 - ізотропна задача для 

сер
kk =  

АТ–зріз 
f

f∆

SC–зріз 

мВт,
зб

P  мВт,
зб

P  

f

f∆  

а) б) 
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вирішенні рівняння (4.2.48) коефіцієнт теплопровідності дорівнював 
середньому значенню у площині п’єзопластини ( )33115,0 kkkсер += : 

Км
Вт

серk ⋅=   62,7  для ПЕ АТ - зрізу та Км
Вт

серk ⋅=   665,7  для SC -

зрізу. Аналогічні залежності представлені на рис. 4.2.11, де в якості 
змінної  величини виступає коефіцієнт теплообміну transh  (4.2.50). 

Аналіз отриманих залежностей показує, що нестабільності при 
переході від резонаторів АТ - зрізу до резонаторів SC - зрізу, як і 
належить, зменшуються більше ніж на два порядки. Але, після  

досягненні критичного значення (приблизно 2400
мК

Вт

⋅ ), подальше 

збільшення коефіцієнта теплообміну transh  практично не впливає на 

відносний зсув частоти кварцового резонатора. При цьому для 

серkk =  відносна похибка визначення зсувів частоти може досягати 

25 відсотків для резонаторів АТ - зрізу і 15 відсотків для резонаторів 
SC - зрізу. В той же час, якщо прийняти значення коефіцієнта 
теплопровідності в напрямку максимального спотворення 

температурного поля zkk ′= , то вона зменшується до  6 - 8 відсотків, 

що дозволяє отримувати достовірні верхні оцінки нестабільності 
частоти КР за змін його теплового стану з похибками, які в 2 - 3 рази 
менші у порівнянні з існуючими методиками [202].  

Рис. 4.2.11 – Залежності відносного зсуву частоти ПЕ АТ-зрізу (а) та 
SC – зрізу (б) від коефіцієнта теплообміну transh : 1 - ізотропна задача 

для 
сер

kk = ; 2 - ізотропна задача для zkk ′= ; 3 - анізотропна 

а) б) 2,
мК

Вт

transh
⋅

 2,
мК

Вт

transh
⋅

 

АТ–зріз 

SC–зріз 

f

f∆  
f

f∆
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4.2.6. Вплив термодинамічних процесів на динаміку встановлення 
коливань ПКС 

 
Визначимо температурно-динамічні характеристики типових 

п’єзорезонаторів товщинно-зсувних коливань (рис. 4.2.5) АТ - зрізу з 
номінальною частотою МГц  027370,6111 =f , конструктивними 

параметрами мм  2 278,00 =h , мм  270=′R , 00642,0=′′ hh ρρ  і   

SC - зрізу з номінальною частотою МГц  000000,5311 =f  (мода С), 

конструктивними параметрами мм 2 092,10 =h , мм 85,302=′R , 

0029,0=′′ hh ρρ .  

Загальний зсув власної частоти ПЕ з урахуванням 
термодинамічних процесів представляється як      

            
( ) ( )( )

( )ψ

ψ

R

R

T
f

TTf

f

Tf
f

f

∆







 −∆+






 ∆=∆
0

0

00
ТЧХ

,       (4.2.52) 

де 
( ) ( )

min

3

10 ТЧХ
ПЕTTi

i
нi TTa

f

Tf

==
∑ −=







 ∆
– статична складова 

нестабільності ПЕ, яка визначається його ТЧХ та мінімальною 
температурою 

minПЕ
T ; 

( )( )
( )ψ

ψ

R

R

T
f

TTf

∆







 −∆

0

0  – термодинамічна складова нестабільності, 

яка виникає за рахунок спотворення температурного поля ПЕ і 
визначається (4.2.15). 

Стрибкоподібна зміна потужності збудження ПЕ. На          
рис. 4.2.12 – 4.2.14 представлений розподіл температурного поля ПЕ у 
характерні моменти часу після його стрибкоподібного збудження зі 

струмом збудження qI , який відповідає потужності збудження 

мкВт 500=збP  (початкова температура K 00 =T , коефіцієнт 

теплообміну transh 2 1500
мК

Вт

⋅
≥ ). Після збудження ПЕ ( 0=t ) 

спостерігається як підвищення середньої температури п’єзопластини 
(приблизно на 0,1 К), так і значна нерівномірність розподілу 
температури    за    рахунок   відтоку   тепла   через   кварцоутримувачі  
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Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Рис. 4.2.12 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ–зрізу, t = 5 c 

Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Рис. 4.2.13 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ–зрізу, t = 25 c 
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п’єзоелемента. 
На рис. 4.2.15, 4.2.16 приведені часові залежності 

термодинамічної складової ( ) ( )ψRTff ∆∆  для різних потужностей 

стрибкоподібного збудження, які розраховані у відповідності до 
(4.2.15), (4.2.42) та (4.2.51). Спостерігається більш монотонне 
встановлення частоти для резонаторів SC - зрізів (рис. 4.2.16) у 
порівнянні з АТ - зрізами (рис. 4.2.15), що пояснюється іншим 
характером тензочутливості двообернутих зрізів у порівнянні з 
однообернутими [145].  

Аналіз отриманих даних (таблиці 4.2.2, 4.2.3) показує, що зміни 

потужності збудження КР мкВт 100≥∆ збP  є занадто великими для 

високостабільних ПРП. В той же час, обмеження варіацій потужності 

збудження на рівні до мкВт 10≤∆ збP  дозволяє в межах 

87 101101 ...2 −− ⋅⋅=δ  для резонаторів АТ - зрізів і 98 101101 ...2 −− ⋅⋅=δ  
для резонаторів SC - зрізів термодинамічною складовою 
нестабільності   частоти   знехтувати.   При   цьому   для   останніх   КР  

Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Рис. 4.2.14 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ–зрізу, t = 500 c 



Глава 4 

 208
 

10
-1

10
0

10
1

10
2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
x 10

-6 

t, c 

( )ψRTf

f

∆

∆  

мкВт 1000=
зб

P  

мкВт 500=
зб

P  

мкВт 100=
зб

P  
мкВт 10=

зб
P  

δ2  

Рис. 4.2.15 – Залежності термодинамічної складової нестабільності 
частоти КР АТ–зрізу за його стрибкоподібного збудження 
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f

∆

∆  

Рис. 4.2.16 – Залежності термодинамічної складової нестабільності 
частоти КР SC–зрізу за його стрибкоподібного збудження 
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Таблиця 4.2.2 – Тривалість перехідного процесу за стрибкоподібного 
збудження КР АТ-зрізу 

Верхня межа нестабільності частоти δ2  
збP , мкВт 

7101 −⋅  8101 −⋅  9101 −⋅  
10 – – 67 с 
100 – 54 с 108,5 с 
500 35 с 94,5 с 133 с 
1000 52,5 с 109,5 с 141,5 с 

  
Таблиця 4.2.3 – Тривалість перехідного процесу за стрибкоподібного 

збудження КР SC-зрізу 

Верхня межа нестабільності частоти δ2  
збP , мкВт 

8101 −⋅  9101 −⋅  10101 −⋅  
10 – – 56 с 
100 – 55 с 117 с 
500 32 с 84 с 123 с 
1000 46 с 106 с 148 с 

 
спостерігається досить значний виграш за тривалістю часу перехідного 
процесу за частотою (більш ніж в 2 - 3 рази), який, втім, суттєво 

зменшується за варіацій потужностей збудження мкВт 500≥∆ збP .     

Стрибкоподібна зміна температури кварцоутримувачів ПЕ. На 
рис. 4.2.17 – 4.2.19 представлено розподіл температурного поля ПЕ у 
характерні моменти часу після стрибкоподібної зміни температури 
кварцоутримувачів, а на рис. 4.2.20, 4.2.21 приведені відповідні  
термодинамічні складові нестабільності частоти ( ) ( )ψRTff ∆∆ . 

Аналіз даних (таблиці 4.2.4, 4.2.5) показує надзвичайно високу 
чутливість складової ( ) ( )ψRTff ∆∆  до змін температури 

кварцоутримувачів. Для забезпечення прийнятної стабільності частоти 
необхідно обмеження варіації температури на рівні KT 01,0≤∆ , що 
досягається тільки шляхом термостатування. Це суперечить сучасним 
вимогам до масогабаритних та енергетичних показників ПРП і 
потребує використання додаткових (або інших) методів стабілізації 
частоти коливань, наприклад, функціональних.    

Отримані залежності дозволяють визначити імпульсні 
характеристики   ( )thPf    (для потужності збудження)   і   ( )thTf     (для 
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Рис. 4.2.17 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ–зрізу, t = 2 c 
 

Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Рис. 4.2.18 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ-зрізу, t=15 c 
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Т, К 

x3, мм 
x1, мм 

Рис. 4.2.19 – Розподіл температури поверхні ПЕ АТ-зрізу, t = 100 c 
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Рис. 4.2.20 – Залежності відносного зсуву частоти КР АТ-зрізу за 
стрибкоподібної зміни температури кварцоутримувачів 
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Таблиця 4.2.4 – Тривалість перехідного процесу за стрибкоподібної зміни 
температури кварцоутримувачів КР АТ–зрізу 

Верхня межа нестабільності частоти δ2  
T∆ , K 

6101 −⋅  7101 −⋅  8101 −⋅  9101 −⋅  
0,01 – – 24 c 50,5 c 
0,1 – 20,5 c 41,5 c 55 c 
0,5 15 c 35,5 c 58,5 c 72 c 
1 21 c 43 c 62 c 78,5 c 

 
Таблиця 4.2.5 – Тривалість перехідного процесу за стрибкоподібної зміни 

температури кварцоутримувачів КР SC–зрізу 

Верхня межа нестабільності частоти δ2  
T∆ , K 

7101 −⋅  8101 −⋅  9101 −⋅  10101 −⋅  
0,01 – – 20 c 44,5 c 
0,1 – 17 c 38 c 53 c 
0,5 11,5 c 32 c 55 c 66,5 c 
1 17,5 c 39 c 58,5 c 69,5 c 
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Рис. 4.2.21 – Залежності термодинамічного зсуву частоти КР SC-зрізу 
за стрибкоподібної зміни температури кварцоутримувачів 
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температури кварцоутримувачів) як 

               ( ) ( )
dt

tdg
th Pf

Pf = ,  ( ) ( )
dt

tdg
th Tf

Tf = ,                 (4.2.52) 

де 
( )

f
tftg P

Pf
∆=)(  і 

( )
f

tftg T
Tf

∆=)(  – перехідні 

характеристики системи ПЕ – кварцоутримувачі за стрибкоподібних 
змін потужності збудження (рис. 4.2.12 – 4.2.14) і температури 
кварцоутримувачів (рис. 4.2.17 – 4.2.19) та спектральний склад 
флуктуацій частоти 

                           ( ) )()(
2

PPPPfPPf fSfjKfS ∆=∆ ,                     (4.2.53) 

                            ( ) )()(
2

TTTTfTTf fSfjKfS ∆=∆ ,                      (4.2.54) 

де ( ) ( )∫
+∞

∞−

∆−=∆ dtethfjK P
PfPPf

fj π2 , ( ) ( )∫
+∞

∞−

∆−=∆ dtethfjK T
TfTTf

fj π2  – 

відповідні частотні коефіцієнти передачі; ( )PP fS ∆ , ( )PP fS ∆  – 

спектральні щільності флуктуацій потужності збудження та 
температури відповідно.  
 На рис. 4.2.22 приведені амплітудно-частотні характеристики 
ПЕ, які розраховані у відповідності до (4.2.53), (4.2.54). Основна 
енергія флуктуацій зосереджена у діапазоні частот 

Гц 5,0...001,0=∆ Tf , а на частоті Гц 01,0≈∆ Tf  спостерігається 

термодинамічний резонанс, який мало залежить від типу зрізу ПЕ. 
Для визначення термодинамічного коефіцієнта a~  динамічної 

складової нестабільності 
( ) dt

dT
a

f

f

RT

~=






 ∆

∆ ψ

 визначимо реакцію ПЕ 

за лінійної зміни температури кварцоутримувачів: 

                            ( ) ( ) ( )∫ −=∆
t

test dthFftf TfT
0

τττ ,                       (4.2.55) 

де ( ) kttFtest = – тестова функція, а коефіцієнт 
dt

dT
k ~  визначає 

швидкість зміни температури кварцоутримувачів T . 
 Для     вище    розглянутих     п’єзорезонаторів    термодинамічні  
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коефіцієнти, які розраховані у відповідності до (4.2.55), складають: 
-16 Kc ~ 102,3 ⋅−= −⋅ATa  для резонаторів АТ - зрізу і -17 Kc ~ 104,2 ⋅= −⋅SCa  

для резонаторів SC – зрізу [145]. 
 

4.3. Ідентифікація теплового стану ПКС 
 

Визначимо задачу ідентифікації теплового стану ПР як 
знаходження оптимального вектора параметрів вимірювального 

перетворювача [ ] L
llx 1 ==x  із експлуатаційної області EX  шляхом 

мінімізації інтегрального функціонала якості [149]  

          ( ) ( )∑ ∫
=

Ω













Θ
Ω

⋅=
K

k
k

к

kk dttT
к

1 0

2,
1

)(Ф xx υ ,               (4.3.1) 

тобто пошук 
                                    ( )xx

Xx
Фarg

E

minopt
∈

= ,                              (4.3.2) 

де  

                      ),(ˆ)(),( xx τ−∆−∆=Θ tTtTt kkk                     (4.3.3) 
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Рис. 4.2.22 – Амплітудно-частотні характеристики КР за флуктуацій 
температури кварцоутримувачів 
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– k - та нев’язка відхилень kk TtTtT −=∆ )()(  миттєвої температури 

)(tT  ПР відносно k - того значення температури kT , яка входить до 

вектора можливих значень температури [ ] K
kkT 1 ==T , [ ]

махмin ,TTTk ∈  

і оцінка цих відхилень ),(ˆ xτ−∆ tTk , які враховують інерційність 

перетворення )(    )( τ−→ tTtT ;  

[ ] K
kkk T 1 )( == νΝ  – вектор вартості помилок ідентифікації  

температури ПР в межах можливих значень вектора T ; 

maxmin    , TT  – мінімальна, максимальна (експлуатаційна) 

температура ПР;  

kΩ  – період спостереження k – тої температури ПР. 

Для термостатованих КР вектор вартості помилок Ν  доцільно 
сформувати на основі зміщеної квадратичної функції втрат 

             ( )[ ] 2
T

2
0

2
T)( −∆−+∆= TTT kkkν ,  Kk ,1= ,             (4.3.4) 

яка адекватно описує специфіку ТЧХ більшості п’єзорезонаторів в 
околі точки с нульовим ТКЧ – точки термостатування 0T , і враховує 

різке збільшення чутливості параметрів ПР до змін температури, що 
знаходиться за межами достатньо малого температурного інтервалу 

T∆ : [ ]2  ,2 T0T0 ∆+∆−∉ TTTk , 0T T<<∆ . 

 
4.3.1. Вимірювання температури ПЕ за допомогою терморезистора 

 
Градуювальна характеристика терморезистора (ТР) в околі 

температури kT  з достатнім степенем точності апроксимується 

виразом [8, 149] 

                      { }TTTTBRTR kkk )(exp)( −= ,                   (4.3.5) 

де kR  – значення опору терморезистора при температурі kT ; 

B  – постійний коефіцієнт, який визначається типом ТР. 
Розкладаючи (4.3.5) у ряд Тейлора в малому околі )(tTk∆  та 

обмежуючись лінійним наближенням, отримуємо 

                         )),(1( tTRR kkk ∆+= α                              (4.3.6) 

де 2
kk TB=α . 
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В якості функції оцінювання використаємо функцію 

                       )),(1)(()()( tTtRtIkty uu ∆+= α                 (4.3.7) 

де uk  – коефіцієнт перетворення;  

)(tI  та )(tR  – миттєві значення струму та опору терморезистора 

                   )()()( tItItI δ+= , )()()( tRtRtR δ+= ,                (4.3.8) 

які містять детерміновані kItI =)( , kRtR =)(  та стохастичні 

компоненти )(tIδ , )(tRδ  у вигляді нормальних некорельованих 

випадкових процесів з нульовим математичним очікуванням.  
Тоді, використовуючи функцію оцінювання (4.3.7), можна 

перейти до еквівалентного до (4.3.3) виразу 

     ))(),(),((),),(( tRtItTyRItTy kukkkuuk
τ−∆−∆=Θ ,      (4.3.9) 

а з урахуванням (4.3.7), (4.3.8) та зневажаючи членами другого 
порядку малості, отримаємо  

   




















+−−∆−∆=Θ⋅

kkk
kkuu I

tI

R

tR
tTtT

kk

)()(1
)()(

δδ
α

τα ,    (4.3.10) 

де 1) ( −= kkuku IRk
k

αα  – нормуючий коефіцієнт. 

Дисперсія правої частини (4.3.10) характеризує похибку оцінки 
температури )(tT  у k - тій точці градуювальної характеристики ТР та 

визначається як 

    ( ) 22
2

2

2

2

2
22 1

)(12
стдин

IR
T

k uu
kkk

u IR
σσσσ

α
τρσσ +=








++−= ,    (4.3.11) 

де 2
Tσ  і )(τρ  – дисперсія и коефіцієнт кореляції процесу )(tTk∆ ; 

2
Rσ  і 2

Iσ  – дисперсії флуктуацій процесів )(tRδ  і )(tIδ  

відповідно; 
2

динuσ  і 2

ст
uσ  – динамічна та статична складові дисперсії (4.3.11) 

відповідно. 
Динамічні властивості терморезистивного датчика еквівалентні 

інтегруючому колу першого порядку, тому 
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   { }τβτρ ⋅−= exp)( ,                              (4.3.12) 

де β  – параметр, який залежить від просторової розподіленості 

області локалізації енергії электромеханічних коливань (джерела 
тепла) та ТР; 

корττ <  – затримка перетворення температура – опір, яка 

визначається постійною часу терморезистора Rτ  ( Rττ 3≈ );    

( )∫
∞

==
0

1 βττρτ dкор  – період кореляції. 

Представив )(τρ  у вигляді ряду та обмежившись одним 

нелінійним членом, отримуємо:  

22 2
Т

дини
σγσ τ= , ( )222

kIkRkR
cтu χχγσ += ,                (4.3.13) 

де 




 −= 21 βτβτγτ  та 29

1
k

kR αγ =  – коефіцієнти, які 

визначають динамічну та статичну складові похибки вимірювання 

температури; 1−⋅∆= kRRkRχ  та 1−⋅∆= kIIkIχ  – відносні варіації 

)(tRk  та )(tI k , з урахуванням, що RR σ3=∆  та II σ3=∆ .  

Визначаючи вектор параметрів вимірювального перетворювача 
як ( )βτα  , , Rk=x , проведемо аналіз статичної та динамічної 

складової похибки вимірювання температури (4.3.12) для типових 
значень B  та β  (рис. 4.3.1). Видно, що підвищення точності 

вимірювань досягається за рахунок використання ТР з більшими 
значеннями параметра B , що сприяє підвищенню крутості 
градуювальної характеристики вимірювального перетворювача. Для 
більш – менш прийнятної точності відображення динаміки теплових 
процесів необхідно забезпечити виконання умови 

βτ )( 035,0...03,0≤R  або c 1...5,0≤Rτ . На практиці це можливо 

тільки для обмеженої групи терморезисторів (СТ1(3)-18, СТ1(3)-19, 
СТ3-25(26)). В той же час, мала величина β , яка обумовлює значну 

інерційність перетворювача за рахунок просторового розподілу джерел 
температурних збурень і ТР, не дозволяє ідентифікувати тепловий стан 
ПЕ з достатньою точністю за високих швидкостей змін температури, 
що   характерно   на   етапах   встановлення  стаціонарної  температури  
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Рис. 4.3.1 – Складові статичної (а) та динамічної (б) похибок вимірювання 
температури за типових параметрів терморезистора 

 
п’єзокристалу [149, 169]. 

Приклад. Розрахуємо складові похибок визначення теплового 
стану піделектродної області типового п’єзорезонатора АТ-зрізу з 

номінальною резонансною частотою МГц 027370,6111 =f  та 

конструктивними параметрами мм 2 278,00 =h , мм 270=′R , 

00642,0=′′ hh ρρ  (рис. 4.2.5) для температури термостатування 

Co60== statk TT . В якості датчика температури використаємо 

безкорпусний терморезистор СТ3-18-2,2к з типовими параметрами 

K 2350=B , c 1=Rτ  і реальними значеннями 005,0==
kIkR χχ .  

Як показує аналіз температурного поля ПЕ за стрібкоподібних 
змін потужності збудження (рис. 4.2.12 – рис. 4.2.14) максимальні 
спотворення спостерігаються за напрямком Z′  (у точках приєднання 
електричних виводів), мінімальні – за напрямком X  (рис. 4.3.2). 
Використовуючи цей напрямок для ідентифікації температури, за 

типового значення параметру -1
с 1,0≈β , у відповідності до (4.3.13), 

отримаємо: 2K 4,247=
kRγ , 22 K 5,2≈

cтuσ , 5,12 ≈τγ .  

Необхідно підкреслити, що просторова розподіленість об’єкта 
ідентифікації (піделектродної області ПЕ) та датчика температури (ТР) 
впливає не тільки на динамічні характеристики вимірювального 
перетворювача, а і обумовлює появу додаткових, досить суттєвих, 
помилок ідентифікації із-за завжди виникаючих при цьому  

Tk , K τ, c 

γτ , c 

γ
Rk , K

2 

а) б) 
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Рис. 4.3.2 – Встановлення температури в центрі ПЕ (1) та на його краях за 

напрямками X (2) та Z′ (3) 
 

залишкових градієнтів температури (рис. 4.3.2), які усунути  
удосконаленням конструкції п’єзорезонатора практично неможливо.  
 
4.3.2. Багаточастотне збудження ПР з одночасною ідентифікацією 

температурних збурень 
  

Проаналізуємо метод вимірювання, у відповідності до якого ПР 
збуджується на декількох частотах, наприклад, на двох модах 1f  и 2f  

з відмінними ТКЧ. 
У відповідності до (4.2.52) представимо температурно-частотні 

характеристики даних коливань у вигляді [8, 149] 

    ( ) ( )
dt

dT
aTTa

f

ff
T i

j

j
нij

н

нi
i

i

i ~
3

1

+−=
−

= ∑
=

ϕ ,  2,1=i ,  (4.3.14) 

де ija , ia~  – ТКЧ відповідного порядку та термодинамічний 

коефіцієнт; 

iн
f – номінальна частота ПР, яка відповідає температурі 

н
T . 

Якщо для ідентифікації температурних збурень 
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використовуються дві моди 1f , 2f  з різними ТКЧ (бажано за знаком), 

то в якості оцінюючої доцільно використати функцію різниці 

             )(
)()(

)()(
2

2

1

1
21 t

f

tf

f

tf
tt f

нн

ξϕϕ =∆−∆=− .             (4.3.15) 

Тоді, розглядаючи різницю (4.3.15) як лінійну поблизу 
температури kT  та здійснюючи перехід до скінченних різностей 

отримаємо                               

          ))(1()( tTt kkff k
∆+= λξξ ,                    (4.3.16) 

де ( )∑
=

== −⋅=
3

1
)(

)(
j

j
нkjTtTff TTAt

к

k
ξξ  – відносне різницеве 

розладнання за температури kT ; 

( )

( )
∑

∑

=

−

=

−

⋅

⋅

⋅=∂
∂

=

=

3

1

1

3

1

1

)(

1

j

j
kj

j

j
кj

kf

f

k

TA

TjA

Tt
T

t

kTtT

ξ

ξ
λ  – нормована крутість. 

( ) ( )tt aaaaA 2122111
~~ −+−= , ( )jj aaAj 21 −= , 3,2=j  – коефіцієнти 

різницевої ТЧХ; taa ii
t ∆= /~~ , 2,1=i . 

Нестабільності генеруємих частот )()()( 111 tftftf δ+=  и 

)()()( 222 tftftf δ+= , які обумовлені флуктуаціями напруги 

живлення, шумами схеми, тощо, де )(1 tfδ , )(2 tfδ  – нормальні 

випадкові процеси с нульовим середнім та часом кореляції 

корττ <<
2,1

, призводять до виникнення похибки перетворення 

температура – частота )()( tftT →  

)()()( ttt fff kk
δξξξ += ,                     (4.3.17) 

де 
kk ff t ξξ =)(  та )(tfδξ  детермінована та випадкова 

компоненти параметра перетворення. 
 З урахуванням (4.3.16) та (4.3.17) перейдемо від (4.3.15) до 

еквівалентного виразу 
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      ))(,),(()),(( ttTtT ffkffkff kkk
δξξτξξξ −∆−∆=Θ ,   (4.3.18) 

тоді аналогічно (4.3.10) 

      












⋅−−∆−∆=Θ
k

kk
f

f

k
kkff

t
tTtT

ξ
δξ

λ
τλ

)(1
)()( ,       (4.3.19) 

де −= −1)(
kk fkf ξλλ нормуючий коефіцієнт. 

Дисперсія похибки (4.3.19) відповідно визначається як 

    ( )( ) 22
2

2

2
22 1

12
стfдинf

k

f
T

kf fk
ξξ

ξ
ξ σσ

ξ

σ

λ
τρσσ +=⋅+−= ,       (4.3.20) 

де 2

fξσ  – дисперсія флуктуацій процесу )(tfδξ . 

Флуктуації 
2211 )()(
нн

ftfftf
f

δδδξ −=  та дисперсія 2

fξσ  

похибки 2

ст
fξσ  визначаються безпосередньо з (4.3.15): 

            1

2112
1

2121
2

21

2 )()2( −− ⋅−+=
ннf ff

f
ρξξσσξ ,            (4.3.21) 

де 
2121 нн

ff=ξ ; 
2121 fff σσσ == , 12ρ  - дисперсія, коефіцієнт 

взаємної кореляції процесів )(1 tfδ  и )(2 tfδ . 

В даному випадку вектор оптимізуємих параметрів ( )kT λτ ,=x   

визначається характеристиками ПР (формою та типом зрізу ПЕ, 
геометрією його електродів, конструкцією утримувачів і т.п.) і 
розв’язок (4.3.2) зводиться в основному до задачі конструктивно-
технологічної оптимізації параметрів п’єзорезонатора на етапі його 
виготовлення.  

Аналіз компонент статичної складової 2

ст
fξσ  похибки (4.3.20) 

для реальних ПР АТ-зрізу («Сонет», третя гармоніка: 
1

11 K0000219,0   −=a , 28
12 K 1048224,7 −−⋅−=a , 311

13 K1040519,8  - −⋅=a ; 

перша гармоніка: 1
21 K  000147,0 −−=a , 27

22 K1085728,4  −−⋅=a , 
310

23 K1042186,5  −−⋅−=a ) та SC-зрізу (мода B: 1
11 K  0000263,0 −=a , 

01312 == aa ; мода С: 1
21 K  000583,0 −=a , 28

22 K1078772,8  −−⋅−=a , 
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023 =a ) підтверджує більш високу температурну чутливість функції 

ідентифікації (4.3.15) для резонаторів SC - зрізу (рис. 4.3.3) за високої 
лінійності її коефіцієнтів ( )kk Tλ  и ( )kf T

k
ξ . Це обумовлено високою 

температурною чутливістю та лінійністю спеціально сконструйованої 
моди В резонаторів SC - зрізу, яким доцільно віддавати перевагу при 
побудові прецизійних ПРП.  

Рис. 4.3.3 – Залежності складових ( )kk Tλ  (а) та ( )kf T
k

ξ  (б) 

 статичної похибки 2

ст
fξσ  

 
Для аналізу динамічної похибки ідентифікації за 

багаточастотного збудження використаємо  часові залежності зсувів 
частоти п’єзорезонатора АТ-зрізу (рис. 4.3.4) для двох мод коливань: 
першої механічної гармоніки 1f∆  та третьої механічної гармоніки 3f∆  

за стрибкоподібної зміни потужності збудження ( мкВт100 =збP ), які 

розраховані у відповідності до (4.2.15). 
Видно, що процеси встановлення коливань носять достатньо 

довготривалий характер (таблиця 4.2.2). Але високий степінь кореляції 
процесів встановлення для мод 1f∆  і 3f∆ , що обумовлено 

локалізацією енергії коливань в одному і тому ж об’ємі збудження ПЕ, 
дозволяє значно покращити динамічні характеристики перетворювача 
температура-частота (на порядок і більше) за рахунок використання 

різницевої частоти 13 3 ff ∆−∆  для ідентифікації теплового стану 

п’єзоелемента (рис. 4.3.4).   
 Приклад. Для реальних значений параметрів КГ «Сонет» 
(частоти   кГц924,9999  

1
=

н
f ,   кГц 024,3350

2
=

н
f    за   температури  

АТ-зріз 

SC-зріз 

АТ-зріз 

SC-зріз 

а) 
Tk , K Tk , K 

λk x10-3, K-1 
ξ

fk  

б) 
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C 60o0 ==TTk , термодинамічні коефіцієнтів для першої гармоніки 
-15

1 Kc1075,3  ~ ⋅⋅ −−=a , третьої – -15
3 Kc105,5  ~ ⋅⋅ −−=a ; нестабільності 

6

1111 1013 −⋅==∆
нfн

fff σ , 5

2222 105,03 −⋅==∆
нfн

fff σ , 12ρ =0,7) та 

для періоду вимірювання частоти c1,0  =τ , з урахуванням  (4.3.19), 

(4.3.20) та (4.3.21), отримаємо: 13 K103,0  −−⋅≈kλ , 0172,0=
kfξ  і 

відповідно статичну та динамічну складові похибки – 
22 K 068,0≈

ст
fξσ  та 22 19,0 T

динf
σσξ ≈ . 

Співставлення отриманих даних показує, що навіть за відносно 
невисокої стабільності коливань 1f  та 2f  статична похибка 

ідентифікації поточної температури ПЕ з використанням функції 
(4.3.14) зменшується приблизно на два порядки e порівнянні з (4.3.7), а 
динамічна – на порядок. 

На практиці, перехід до функції ідентифікації (4.3.14) дозволяє 
суттєво покращити (як мінімум на порядок) стабільність коливань КГ 
«Сонет» в режимі термостабілізації, а також скоротити час готовності 
генератора до 20 – 24 с, що від 4,5 до 6 разів менше в порівнянні з 

0 5 10 15 20 25 30
0

0.5

1

1.5

2

2.5
Гц ,f∆  

c ,t  

13 f∆  

13 3 ff ∆−∆  

3f∆  

Рис. 4.3.4 – Термодинамічні зсуви частот коливань резонатора 
АТ-зрізу для першої механічної гармоніки 1f∆ , третьої 

механічної гармоніки 3f∆  та різниця 13 3 ff ∆−∆  
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початковим. Це пояснюється низькою ефективністю системи 
терморегулювання з окремим термодатчиком, керуюча напруга якого в 
деякі моменти часу має суттєву похибку, як по величині, так і за 
знаком, особливо на етапі встановлення, де переважає термодинамічна 
складова нестабільності частот 1f  та 2f . В той же час, ефективна 

компенсація термодинамічних зсувів частоти, у відповідності до 
(4.3.14), досягається безпосередньо із аналізу стану самого ПР за 
допомогою збуджуємої додатково моди 2f  [149, 183].  
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 

На основі аналізу рівнянь руху БПКС визначені межі 
допустимих параметрів системи, що забезпечує гарантовану стійкість 
багаточастотного режиму генерації та відсутність побічних 
екстремальних значень цільової функції. Показана можливість 
керування кількістю генеруємих частот шляхом варіації параметрів 
БПКС.  

Вперше встановлено, що в області стійкості багаточастотного 
режиму генерації тривалість перехідного режиму встановлення  
коливань може збільшуватись від 5 – 10 до 100 і більше разів відносно 
його найменшого значення. При цьому, мінімізація часу встановлення 
коливань у реальних схемах БПКС забезпечується шляхом 
вирівнювання активності генеруємих коливань (коефіцієнтів 
регенерації), за умови досягнення компромісу між амплітудами 
коливань (стійкістю) та їх початковими частотними вибігами 
(стабільністю). 

В результаті температурно-частотного моделювання теплових 
процесів БПКС встановлено, що варіації потужності збудження КР 

мкВт 50≥∆ збP  є занадто великими для високостабільних ПРП. В той 

же час, за умови мкВт 10<∆ збP  термодинамічною складовою 
нестабільності частоти знехтувати. При цьому, для резонаторів SC-
зрізу у порівнянні з резонаторами АТ - зрізу спостерігається значно 
менша тривалість часу перехідного процесу за частотою (більш ніж у   
2 – 3 рази). Виявлено високу чутливість термодинамічних зсувів 
власних частоти КР до змін температури кварцоутримувачів, що для 
забезпечення прийнятної стабільності частоти вимагає обмеження 
варіацій температури кварцоутримувачів на рівні K 1,0<<∆T . 

На основі розрахунку похибок ідентифікації температурного 
стану п’єзорезонатора встановлено, що система терморегулювання з 
окремим термодатчиком може забезпечити належну точність лише в 
квазістатичному температурному режимі, а використання систем 
термостатування суперечить сучасним вимогам до масогабаритних та 
енергетичних показників ПРП. 

Підтверджено високу ефективність ідентифікації теплового 
стану КР на основі суміщення функцій по стабілізації частоти 
коливань із функцією вимірювання температури, розглядаючи, в 
даному випадку п’єзорезонатор, по суті, у якості прецизійного датчика 
дестабілізуючих впливів. Похибки ідентифікації, які досягаються за 
рахунок використання інформації, що міститься у відхиленнях частот 
ПКС в режимі багаточастотного збудження менші ніж на порядок у 
порівнянні із системами терморегулювання. 
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ГЛАВА 5 
 

ПРИНЦИПИ ПОБУДОВИ ВИСОКОСТАБІЛЬНИХ 
БАГАТОЧАСТОТНИХ П’ЄЗОРЕЗОНАНСНИХ СИСТЕМ НА 

ОСНОВІ БАГАТОПЕТЛЬОВИХ СИСТЕМ АПЧ 
 

Раціоналізація параметрів БПКС на основі базової динамічної 
структури дозволяє отримати значно кращі характеристики 
п’єзорезонансних пристроїв на їх основі. Проте, отримання параметрів 
багаточастотних п’єзорезонансних коливальних систем близьких до 
потенційно можливих, суттєве розширення їх функціональних 
можливостей може бути досягнуто лише за умови розвитку базової 
структури БПКС. 

Як розвиток базової динамічної структури БПКС  
запропоновано використання ансамблю автоколивальних систем, 
частота яких підтримується у відповідності до власних частот 
прецизійного багаточастотного кварцового резонатора (БКР) за 
допомогою багатопетльової системи автоматичного підлагодження 
частоти (АПЧ). При такому підході до схемотехніки БПКС вдається 
значно підвищити стабільність генеруємих коливань завдяки 
практично повному усуненню залежності сумарної потужності 
розсіювання на БКР від умов збудження коливань та суттєво 
покращити динамічні властивості генератора завдяки великому  
амплітудному діапазону синхронізації коливань (на рівні десятків 
децибел) та високому коефіцієнту придушення міжканальних завад 
завдяки високим фільтруючим властивостям систем АПЧ [203].  
    

5.1. Узагальнена структура БПКС на основі багатопетльової 
системи ЧАПЧ 

 
 Розглянемо структуру БПКС на основі багатопетльової системи 
частотної АПЧ (ЧАПЧ), яка представлена на рис. 5.1.1. Вона 
складається з багаточастотного кварцового дискримінатора (БКД) на 
основі БКР та n каналів збудження. Кожен канал збудження вміщує у 
собі керований кварцовий генератор КГi та елементи системи АПЧ: 
стабілізуючу ланку (СЛi) та підсилювач постійного струму (ППСi). На 
рис. 5.1.1 введено також наступні позначення: 

)](cos[)()(
1

0 ttwtUtUu ii

n

i
i ϕ+⋅+= ∑

=
Σ   –   сумарна  напруга  на  
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Рис. 5.1.1 – Структура БПКС на основі багатопетльової системи ЧАПЧ 
 

виході генератора,  де iii wU ϕ,,  – амплітуда, частота та фаза i - того 

коливання відповідно; 
TT

nn VVVUUU ),...,,(;),...,,( 2121 == VU  – вектори амплітуд 

коливань та керуючих впливів. 
Параметри елементів кіл АПЧ визначають якісні та кількісні 

характеристики  перехідного  процесу  встановлення   коливань,  а 
також величину залишкового розладу частоти if∆ .  При використанні 

керованих генераторів з низькодобротними коливальними системами 
(LC - генераторів), за необхідності, схема може бути доповнена 
схемою пошуку. При цьому охоплення ППС охоплюється позитивним 
зворотнім зв'язком, який переводить його з лінійного режиму роботи у 
режим самозбудження. За рахунок зміни напруги на виході ППС, у 
відповідний момент часу, частота КГ входить до смуги схоплення 
системи АПЧ і підсилювач постійного струму виявляється охопленим 
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негативним зворотним зв'язком через систему авторегулювання. Через 
те, що величина негативного ЗЗ суттєво перевищує величину 
позитивного, то самозбудження ППС припиняється, і він виконує 
функцію підсилення керуючого сигналу [203, 204]. 

З точки зору забезпечення високих динамічних властивостей 
системи ЧАПЧ мають ряд важливих переваг у порівнянні з системами 
ФАПЧ [203]: 

– висока фільтруюча здатність, обумовлена незалежністю смуг 
регулювання (схоплення та утримання) від інерційності використаних  
фільтруючих ланок;  

– можливість реалізації достатньо простими методами значних 
смуг регулювання, які визначаються тільки виглядом статичних 
характеристик ланок, що складають систему АПЧ; 

–  одержання необхідних якісних і кількісних показників 
перехідного процесу завдяки відсутності впливу характеристик 
останнього на величини смуг регулювання; 

– простота поєднання зі схемами пошуку. 
Основним недоліком систем ЧАПЧ є наявність в усталеному 

режимі залишкового розладу частоти if∆ , що визначає стабільність 

коливань, які генеруються. Проте, оптимальний вибір параметрів 
елементів ЧАПЧ дозволяє звести величини зазначених помилок до 
мінімальних значень, які практично не впливають на довгострокову 
стабільність коливань БПКС. 
  

5.2. Динаміка БПКС з системою АПЧ 

5.2.1. Математична модель високостабільної БПКС 
 

Проаналізуємо динамічні властивості БПКС з системою АПЧ 
(БПКС/АПЧ) за умови функціонування системи АПЧ в найбільш 
ефективному режимі – режимі стабілізації, для якого значення 
початкових розладів частот керованих генераторів знаходяться в 
межах половини смуги схоплення, а статичні характеристики 
складових системи практично лінійні [203]. 

Тоді з аналізу математичної моделі БПКС/АПЧ (рис. 5.2.1) вектор 

залишкових відхилень частот генератора ( )T21 ,...,, nfff ∆∆∆=∆F  

може бути  представлений в наступному вигляді 

),()()(                              

)()()()()()(
1
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Рис. 5.2.1 - Математична модель  БПКС з системою АПЧ: 

( )pWБКД , ( )pK
iCЛ , ( )pK

iППС
, ( )pS

iКГ
 – передатні функції БКД, СЛ, 

ППС, КГ  i-того каналу відповідно; 
iКГ

f∆ , if∆  – абсолютні відхилення        

i-тих частот КГ та БПКС/АПЧ; 
iБКДV∆ , 

iППС
V∆  – абсолютні відхилення, 

обумовлені дрейфом параметрів БКД та ППС  
 

де ( ))()()()()(0 ppppp КГППССЛБКД SKKWEW ⋅⋅⋅+=  –

невироджена матриця, яка визначає стабілізуючі властивості системи 
АПЧ; 

     )()()()(1 pppp
КГППССЛ
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стабілізуючих ланок, підсилювачів постійного струму і керуючих 
генераторів відповідно; 

( )T 

21
,...,,)(

nКГКГКГКГ fffp ∆∆∆=∆F , 

( )T 

21
,...,,)(

nБКДБКДБКДБКД VVVp ∆∆∆=∆V , 

( )T 

21
,...,,)(

nППСППСППСППС
VVVp ∆∆∆=∆V  – вектори - стовпчики 

відхилень частот КГ та дрейфу вихідних напруг БКД та ППС; 
E  – одинична матриця. 

Передатня матриця )( pБКДW  містить в собі елементи, які 

описують як прямі сепаратні iiW , так і перехресні зв'язки ijW  

вихідних керуючих впливів V  і вхідних залишкових розладнань 
частоти F∆ . За необхідності, шляхом відповідних перерахунків, 
можуть бути враховані і інші взаємозв'язки між елементами 
БПКС/АПЧ, наприклад, немоночастотність вихідних коливань КГ, 
міжканальні завади в ППС та СЛ тощо. 
 Представимо елементи системи АПЧ у вигляді квазілінійних 
ланок, передатні функції яких можна представити у наступному 
вигляді: 

pT

W
pW

iiW

ii
ii ⋅+

=
1

)( ; 
pT

W
pW

iiW

ij
ij ⋅+

=
1

)( ,  jinji ≠=    ,,1, ; 

pT

S
pS

i

i
i

КГ

КГ

КГ ⋅+
=

1
)( ; 

ii ППСППС KpK =)( ,                            (5.2.2) 

де iiW , ijW , 
iКГ

S  та 
iППСK  – крутизна характеристик перетворення  

КГ, БКД та коефіцієнт підсилення ППС; 

iiКГiКГ qwQT ⋅= 2 , 
iiWiiW qwQT ⋅= 2  – постійні часу i - того КГ 

та  БКД для і - тої моди коливань; 

iКГQ , 
iWQ , 

iqw  – еквівалентні добротності коливальної системи 

КГі  та  фільтруючої системи БКД для і - тої моди коливань 
iqw . 

 В якості стабілізуючих ланок доцільне використання типових 
пропорційно - інтегруючих або пропорційно – інтегруючих - диференціюючих 
ПІ – або ПІД – регуляторів: 

                          ( ) pTpTKpK
iIiIiregiПI ⋅⋅+⋅= 1)( ;                    (5.2.3) 
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            ( ) pTpTpTTKpK
iIiIiДiIiregiПIД ⋅⋅+⋅+⋅= 21)( ,          (5.2.4)  

де 
iregK – коефіцієнт передачі регулятора; 

iI
T , 

iД
T – постійні інтегрування та диференціювання. 

Використання типових ПІ – або ПІД – регуляторів дозволяє, 
навіть в умовах відсутності повної апріорної інформації про якості 
БКД та інших елементів системи ЧАПЧ, будувати системи керування з 
оптимальними (квазіоптимальними) характеристиками. Так, 
наприклад, ПІД – закон регулювання скорочує тривалість перехідних 
процесів та зменшує їх коливальність. При впливах типу дрейф ПІД – 
регулятор забезпечує практично нульову похибку регулювання. Якщо 
ж основними вимогами до системи ЧАПЧ є фільтруюча здатність та 
завадостійкість, то в якості стабілізуючої ланки доцільно 
використовувати ПІ – регулятор [35].  

Для подальшого аналізу системи АПЧ (рис. 5.2.1) приймемо в 
якості початкових умов: 

0)( =∆ tf
iКГ

, 0=∆
iБКДV ,  0=∆ iППС

V  для 0<t ; 

              
iiКГ initftf ∆=∆ )( , 0=∆

iБКДV , 0=∆ iППС
V   для 0>t , 

де 2
ii maxinit ff ∆≤∆  – початкове розладнання частоти; 

imaxf∆  – розладнання частоти, що відповідає максимуму 

дискримінаційної характеристики БКД для i - тої моди коливань. 
Тоді (5.2.1) можна представити як 

                                        )()()( ppp initFAF ∆⋅=∆ ,                          (5.2.5) 

де )( pA - передатна матриця системи; 

pfffp
iinitinitinitiпit /),...,,()(

21
∆∆∆=∆F  – вектор початкових 

розладнань частоти. 
При цьому динамічні властивості БПКС/АПЧ визначаються 

перехідною матрицею  

                                        )/)(()( 1 ppLt AH −= ,                                (5.2.6) 

де ( )•−1L - зворотне перетворення Лапласа. Тоді для кожного 

каналу регулювання: 
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     niththtH
n

ij
j

ijii
i ,1  ,)()()(

1

=+= ∑

≠
=

,                    (5.2.7) 

де iih , ijh  – елементи перехідної матриці )(tH i . 

Завдяки високій фільтруючий здатності системи ЧАПЧ 
динаміка встановлення коливань БПКС/АПЧ визначається в 

основному елементами ( )thii , а інші елементи матриці )(tH i  можна 

не брати до уваги, вважаючи їх рівними нулю: 

                                        nithtH ii
i ,1  ),()( == .                                (5.2.8) 

Час встановлення коливань БПКС/АПЧ τ  буде визначатись 
найбільш тривалим перехідним процесом серед всіх каналів 
генератора 

                                           

      1

 max
ni

iП
t

≤≤
=τ ,                                     (5.2.9) 

де 
iП

t  – тривалість перехідного процесу для і - того каналу БПКС/АПЧ. 

За умови (5.2.8) з урахуванням (5.2.2) – (5.2.6) процес 
встановлення коливань для і - того каналу БПКС описується 
диференційним рівнянням в операторній формі 

iiпit

iii

ii f
cpcpcp

bpbp
pfi ∆⋅

+⋅+⋅+
+⋅+

=∆
01

2
2

3

01
2

)( ,  ni ,1= ,    (5.2.10) 

де ( )
iiWiКГi

TTb ⋅= 1 0 ; ( ) ( )
iiWiКГiiWiКГii

TTTTcb ⋅+== 21 ; 

( )
iIiiWiКГiСТi

TTTKc ⋅⋅=0 ; ( ) ( )
iiWiКГiСТi

TTKc ⋅+= 1 1  для ПІ- 

регулятора та 
     ( ) ( )

iiWiКГiДiСТiiWiКГi
TTTKTTc ⋅⋅++=2  для ПІД - регулятора 

(інші коефіцієнти залишаються незмінними); 
      

iiППСiКГiCТ regii KKWSK ⋅⋅⋅= – коефіцієнт стабілізації. 

Проаналізуємо характеристичне рівняння (5.2.10) системи АПЧ: 

                                     001
2

2
3 =+⋅+⋅+

iii
cpcpcp .                    (5.2.11) 

Всі три коефіцієнти 
i

c2 , 
i

c1 , 
i

c0  – додатні. Тоді, для забезпечення 
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стійкості системи АПЧ, відповідно до критерію Рауса-Гурвіца, 
необхідним і достатнім є виконання наступних умов: 

                                
iIiCT

iIiCT

iiWiКГ

iiWiКГ

TK

TK

TT

TT 1
)1(

/)(
≈

+
>

⋅
+

  (ПІ);            (5.2.12) 

            
iIiCT

iIiCT

iiWiКГ

iCTiДiiWiКГ

TK

TK

TT

KTTT 1
)1(

/)(
≈

+
>

⋅
⋅++

  (ПІД), 1>>
iСТK .  

 Розглянемо два характерні випадки, які зустрічаються на 
практиці: 

Випадок  1. Нехай в якості керованого генератора 
використовується кварцовий генератор, для якого 

iiWiКГ TT ≈ . Тоді 

умови (5.2.12) набувають наступного вигляду: 

             
2

iiW

iI

T
T >  (ПІ)  та 

d

T
T iiW

iI +
>

2
 (ПІД),                   (5.2.13) 

де 
iiW

iCTiД

T

KT
d

⋅
= . 

Випадок  2. Нехай в якості керованого генератора 
використовується LC - генератор, для якого 

iLCiiW TT >> . Тоді з 

(5.2.12) отримаємо 

                             
iLCiI

TT >  (ПІ)   та   
d

T
T iLC

iI +
>

1
 (ПІД).              (5.2.14) 

Видно, що збільшення коефіцієнта стабілізації 
iCTK  призводить 

до істотного розширення області стійкості для систем з  ПІД-
регуляторами, на відміну від систем з ПІ-регуляторами, де цей 
параметр на стійкість впливає мало. Будемо вважати в подальшому, 
що умови стійкості (5.2.12) – (5.2.14) виконуються. 

Розглянемо перехідний процес у лініарізованій системі 3-го 
порядку, який має вигляд загасаючих коливань і описується як  

                          t
i

t
i

i
ii

i
i

eKteKf ηξ ψ −− ++Ω=∆ 201 )sin( .             (5.2.15) 

Характеристичному рівнянню (5.2.11) відповідають три корені, 
які входять до (5.2.15): 
                                   Ω⋅±−= jp ξ2,1 ; η−=3p . 
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Оскільки розглядається загасаючий коливальний процес  
( ξη >> ), то другим членом в рівнянні (5.2.15) можна зневажити. Для 

знаходження значень ξ  і Ω  підставимо корінь Ω⋅+= jp ξ  до 

характеристичного рівняння (5.2.11) і прирівняємо дійсну та уявну 
частини до нуля. В результаті отримаємо: 

              03 01
2

2
2

2
23 =++Ω−+Ω−−

iiii
cccc iiiiii ξξξξ ,             (5.2.16)                        

0)23( 12
32 =Ω+Ω+Ω−Ω iiiiii ii

ccj ξξ .                        (5.2.17) 

Прирівнявши 0=iξ , з (5.2.17) знайдемо частоту коливального 

процесу: 

                           
2
1

1

1













 +
==Ω

iiWiКГ

iCT

i TT

K
ci .                           (5.2.18) 

Враховуючи повільне загасання коливань ( 1<<ξ ), відкинемо в 

рівняннях (5.2.16) і (5.2.17) в наслідок малості члени, які містять 2ξ  і 
3ξ : 

                                      
iii

ccc iii 012 )3( +=+Ω ξξ ,                        (5.2.19) 

        iii ii
cc ξξ 12

2 2 +=Ω .                                    (5.2.20) 

Шляхом спільного розв’язання (5.2.19) і (5.2.20) визначимо 

                                              
)(2 2

21

210

ii

iii

cc

ccc
i +

−
≈ξ .                                 (5.2.21) 

За умови 
iii

ccc 210 < , величина 0<iξ  і процес в системі носить 

загасаючий характер. З урахуванням (5.2.10) отримаємо: 

     
)(2

/
2
21

21

ii

iiCTiIi

mm

mKTm
i +

−
=ξ  (ПІ)                      (5.2.22) 

та                          
))((2

)(/
2

321

321

iii

iiCТiI

mmm

mmKTm
ii

i ++
+−

=ξ   (ПІД),            (5.2.23) 

де  
iCTiiWiКГi

KTTm =1 ; 
iiWiКГi

TTm +=2 ; 
iCTiДi

KTm =3 . 
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Будемо вважати, що перехідний процес закінчується при 
досягненні 

iresi ff ∆=∆ 2 , де 
iresf∆  – залишкове розладнання частоти:  

                      
iСТ

iinit

i K

f
fres +

∆
=∆

1
.                                  (5.2.23) 

Тоді з виразу t
i eff

iinit
 ξ−∆=∆ , з урахуванням (5.2.23), 

отримаємо для часу встановлення частоти і-того каналу БПКС/АПЧ 

                                        














+
=

iСТ
iП K

t
i 1

2
ln

1

ξ
,                            (5.2.24) 

де 0<iξ  визначається виразами (5.2.22) і (5.2.23). 

Нехтуючи у виразах (5.2.22) і (5.2.23) складовими другого 

порядку малості 2
2i

m  і 2
32 )(
ii

mm + , за допомогою (5.2.24) можна 

оцінити виграш за тривалістю процесу встановлення коливань 
iП

t , що 

надає використання ПІД - регулятора замість ПІ - регулятора: 

                                        
iiWiКГ

iСТiД

ПІД

iП

ПІ

iП

TT

KT

t

t

+
+≈1 .                            (5.2.25) 

 Скорочення тривалості перехідного процесу приводить до 
збільшення відносного викиду перехідної характеристики, який  
можна  оцінити  як 

                             ( )iii expNB
iП

Ω−⋅= ξ   [%],                     (5.2.26) 

де iN  - коефіцієнт, який визначається розміщенням нулів та 

полюсів передатної функції системи )( pA [205, 206]. 

 
5.2.2.  Особливості побудови багаточастотних кварцових 

дискримінаторів 
 

Даний підхід до схемотехніки БПКС базується на використанні 
БКР в якості багаточастотного кварцового дискримінатора, що є не 
типовим для даного класу коливальних систем. Тому доцільно 
розглянути особливості побудови БКД більш детально. 

Розглянемо структуру багаточастотного кварцового 
дискриминатора на основі частотних детекторів з фазовим 
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порівнянням (рис. 5.2.2). Дані схемотехнічні рішення дозволяють 
одержати необхідні форму і крутизну дискримінаційної 
характеристики для кожного каналу окремого каналу збудження та 
забезпечують їх незалежне формування [207]. 

Схема працює наступним чином. На фазові детектори ФДi, 

ni ,1=  поступають дві напруги: вхідна 
iвх

u  та опорна 
iоп

u . Напруга 

iвх
u формується за допомогою смугового фільтру СФi із сумарної 

напруги багаточастотного сигналу Σ′u , кожна складова якого набуває 

відповідного фазового зсуву, функціонально залежного від величини 
та знаку відмінності значення частот складових багаточастотного 
сигналу Σu  відносно власних резонансних частот БКР. В якості 

опорних напруг фазових детекторів 
iоп

u  використовуються вихідні 

напруги каналів збудження коливань БПКС/АПЧ, фазовий зсув яких 
визначаються фазообертачами iϕ  (рис. 5.2.2).   

Фазовий детектор формує на виході напругу, функціонально 
пов'язану з різницею фаз iϕ∆  та амплітудами вхідних коливань   

                             ( )ii iопiвх
uufV ϕ∆= ,, ,   ni ,1= ,                   (5.2.27) 

де iii θϕϕ +=∆ , iθ  – фазовий зсув, який вносить БКР для i-тої 

частоти збудження; 
( )•f  – функція, яка описує характеристику перетворення фазового 

детектора; 
n  – кількість каналів збудження. 

При використанні балансних фазових детекторів, для 2πϕ =i , 

функція (5.2.27) має наступний вигляд [207]: 

( )iii SinddSinddKV
i

θθϕ ⋅−−⋅+⋅= 2121 ,             (5.2.28) 

де  222
1

ii вхоп
UUd += , 

ii вхоп
UUd ⋅=2 ; 

i
Kϕ – коефіцієнт перетворення. 

Очевидно, що напруга на виході iV  визначається  амплітудами 

iоп
U , 

iвх
U  та фазовим кутом iθ , при цьому, за 0=iθ  або   

2πϕ =∆ i     напруга    iV     дорівнює  нулю   і   відбувається  зміна  її  
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Рис. 5.2.2 – Структура багаточастотного кварцового дискримінатора 
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полярності. 
В області малих розладнань комплексний коефіцієнт передачі 

БКР для i - тої моди коливань можна представити у вигляді 
еквівалентної фазової ланки: 

( )iii jexpBB БКРБКР θ⋅=& ,                              (5.2.29) 

де  
( ) 2

1
2

0

1 i

i
i

b
BБКР

ξ+
= , i

i

i
i

i

i
ii Q

f

f
Q

f

f
arctgarctg

∆≈∆== 22
 ξθ ;  

10 <
i

b  – параметр, який залежить від характеристик БКР та кіл 

його навантаження; 

iξ  – узагальнене розладнання частоти; 

iQ  – еквівалентна добротність для частоти if . 

Тоді для iоп
UU

i
=  та 0→iξ , з урахуванням (5.2.28) 

отримаємо 
           iii i

KUV Ψ⋅⋅= ϕ ,                                  (5.2.30) 

де   
( ) ( )

2

2 
0

2

2 
0

1

1

1

1

i

i

i

i
i

ii
bb

ξ
ξ

ξ
ξ

+

+−′
−

+

++′
=Ψ , 200 ii

bb =′ . 

З виразу (5.2.30) видно, що дана функція симетрична відносно 
0=iξ , а перехідні частоти БКД відповідають власним резонансним 

частотам БКР if .  

Визначимо крутизну характеристик БКД як величину 

                          ( )
0→∆










∆
⋅Ψ⋅=

i

i
fi

i

i

i
ii fd

d
KUSБКД ξ

∂ξ
∂

ϕ .           (5.2.31) 

 Враховуючи, що 0,0 →→∆ iif ξ  з (5.2.30) отримаємо: 

  ( )2 
0

0

1

4

i

i
i

bf

Qb
KUS

i

i
ii

БКД

′+

′
⋅= ϕ .                      (5.2.32) 

 Аналіз (5.2.30) показує, що абсциси екстремальних значень 
(максимуму та мінімуму) дискримінаційної характеристики БКД 
відповідають величині розладнання  

 1max =
i

ξ , 1min −=
i

ξ .                        (5.2.33)  
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 Тоді, підставивши (5.2.33) в (5.2.30) отримаємо абсциси 
максимуму та мінімуму дискримінаційної характеристики БКД: 

           
( ) ( )

2

1111 2 
0

2 
0 +−′−++′

⋅⋅= ii

ii

bb
KUV imax ϕ ;        (5.2.34) 

 
( ) ( )

2

1111 2 
0

2 
0 ++′−+−′

⋅⋅= ii

ii

bb
KUV imin ϕ .        (5.2.35) 

Виконаємо розрахунок смуг утримання 
у

f∆  та схоплення 

усх
ff ∆≤∆  системи АПЧ. Рівняння характеристики керуючого 

елемента за умови лінійності можна представляється як 

                                     

iregii

iiinit
i KKS

ff
V

ППСКГ
⋅⋅

∆−∆
= .                           (5.2.36)                        

Тоді прирівнюючи праві частини (5.2.34) і (5.2.36)                        
і замінюючи 

iinitf∆  на 
i

f
у

∆  отримаємо 

( ) ( )
i

i
ii Q

f
bbKUf

iii
+




 +−′−++′⋅=∆ 1111 2 2 

0
2 

0у
,     (5.2.37) 

де 
iiППСiiКГ regi KKKSK ϕ=  – коефіцієнт, який визначає 

стабілізуючи властивості системи АПЧ.  

Аналіз виразів (5.2.32), (5.2.34), (5.2.35) та (5.2.37) показує, що 
характеристики БКД визначаються не тільки конструктивними 
параметрами його елементів (добротністю та резонансними частотами 
БКР), а і амплітудою вхідної напруги iU , що вимагає її фіксації для 

стабілізації параметрів системи АПЧ в усталеному режимі 
функціонування. 
 Отримані співвідношення дозволяють виконувати 
параметричний синтез БПКС/АПЧ за критерієм (3.3.1) за умови 
забезпечення необхідної величини залишкового розладнання частоти 

iresf∆  (5.2.23) та стійкості (5.2.12), обмеження викиду перехідної 

характеристики 
iП

B  (5.2.26) та досягнення необхідних смуг схоплення 

сх
f∆  та утримання 

у
f∆  системи АПЧ (5.2.37). 
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5.2.3. Дослідження процесів встановлення коливань в БПКС з 
системою АПЧ 

 
Для експериментального дослідження динаміки БПКС/АПЧ  

розроблений і виготовлений двочастотний варіант генератора, 
основою якого є БКД на мікросхемах К174УР1 (TBA120S), яка містить 
у собі квадратурний частотний детектор балансного типу, підсилювач-
обмежувач вхідного сигналу і низькочастотний підсилювач сигналу 
неузгодження з електронним керуванням коефіцієнтом передачі [208]. 
Типова схема кварцового дискримінатора та його характеристики для 
різних значень ємності зв’язку 6C  представлені на рис. 5.2.3. Даний 

БКД забезпечує крутизну дискримінаційної характеристики не гірше, 
ніж 0,2 В/кГц, при цьому діапазон електронного регулювання 
коефіцієнта передачі складає 60 дБ. 

 

                а)                                                                   б) 

Рис. 5.2.3 – Типова схема кварцового дискримінатора (а) та його 
характеристики (б) 

 
Керовані генератори (рис. 5.2.4) зібрані за схемою ємнісної 

триточки (VT1) , частота яких підлагоджується за допомогою керуючої 
напруги керU  на варикапі VD1. Номінальна частота генерації 

встановлюється за допомогою напруги зміщення 
зм

U , яка задає 

робочий режим VD1. Середнє значення крутизни лінеарізованої 
характеристики керування у робочому діапазоні для даної схеми 
складає 6,5 кГц/В. Вихідні буферні  каскади  зібрані за схемою 
складеного емітерного повторювача (VT2, VT3) і забезпечують 
необхідну розв’язку БПКС/АПЧ і вхідних кіл вимірювальних приладів, 
які підключаються для контролю його параметрів. 
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Рис. 5.2.4 – Принципова схема керованого генератора 
 

В якості БКР використаний плоский резонатор АТ – зрізу з 
частотою основного резонансу Гц  10009987

1
=qf  та частотою 

ангармоніки  Гц  10197018
1

=qf .  

 Дослідження динамічних характеристик двочастотної 
БПКС/АПЧ виконано шляхом визначення характеру та часу 
встановлення коливань після подачі напруги живлення за методикою, 
яка запропонована у [203]. Для цього зібрана схема, де використаний 
малоінерційний електронний ключ (час затримки включення менше    
1 мкс) та двоканальний осцилограф, який засинхронізований сигналом 
імпульсного генератора (рис. 5.2.5). 

 

 
 

Рис. 5.2.5 – Схема лабораторної установки для дослідження процесу 
встановлення коливань БПКС/АПЧ: 

1 - генератор імпульсів;  2 - електронний ключ;  3 - БПКС; 4 - термостат; 
5 - двоканальний осцилограф 
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Після включення живлення, за рахунок початкових вибігів 

частот керованих генераторів 1f  та 2f , їх значення потрапляють до 

смуги схоплення системи АПЧ БПКС і вона входить в режим 

стабілізації. Напруги неузгодження 
1керU  та 

2керU  з виходу БКД 

подаються на варикапи керованих генераторів, що підтримує значення 

частот 1f  та 2f  близькими до власних  резонансних частот  БКР. 

На рис. 5.2.6 представлені процеси встановлення напруг 

керування 
1керU  та 

2керU  для неоптимального значення 

opt

ii II TT  5,0=  (рис. 5.2.6, а) та оптимального значення opt

ii II TT  =   

(рис. 5.2.6, б). Видно, що оптимізація параметрів АПЧ БПКС дозволяє 
суттєво скоротити тривалість перехідного процесу за рахунок 
забезпечення необхідного характеру встановлення коливань 

(обмеження відносної величини перерегулювання 
iП

B  (5.2.26) на 

рівні, меншім 5 %). 
Основні параметри оптимізованих БПКС/АПЧ представлені в 

табл. 5.2.1. Час встановлення коливань експериментальних генераторів   
складає від 310 мкс до 1680 мкс за відносної нестабільності частоти  
(1,5 – 3).10-6, що в 10 – 30 разів менше у порівнянні з базовою схемою 
БПКС.  

 

    

а)                                                                   б) 

Рис. 5.2.6 – Процес встановлення коливань двочастотної БПКС/АПЧ для 
opt

ii II TT  5,0=  (а) та opt

ii II TT  =  (б), ціна поділки часу – 0,2 мс 
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Таблиця 5.2.1 - Типові параметри двочастотної БПКС/АПЧ 

Постійні часу, с Час встановлення, мкс 

iiWT  
iКГ

T  
iIT  

iДT  Теорія Експеримент 

 0,0035 3,18.10-5 6,8.10-5 – 1800 1680 
 0,0035 3,18.10-5 4,7.10-5 0,1.10-5 1428 1510 
 0,0035 3,18.10-5 6,8.10-5 – 370 378 
  0,0035 3,18.10-5 4,7.10-5 0,5.10-5 295 310 

 
Одержані експериментальні данні підтверджують адекватність 

запропонованої математичної моделі БПКС/АПЧ та високу 
ефективність її використання для синтезу генераторів на їх основі. 
 

5.3. Інваріантні п’єзорезонансні пристрої на базі двопетльових 
імпульсних систем ФАПЧ 

5.3.1. Принцип дії і математична модель двопетльової  імпульсної 
системи ФАПЧ 

 
Загальна структура двопетльової імпульсної системи ФАПЧ 

(ДІФАПЧ) представлена на рис. 5.3.1. Нехай п’єзорезонатор ПРП, який 
збуджується у двомодовому режимі (або два п’єзорезонатора, які 
збуджуються на одній із резонансних частот), перебуває під впливом 
двох зовнішніх факторів, наприклад, температури 1x  і сили 2x . Тоді 

частоти вихідних сигналів ПРП, які поступають на входи імпульсного 
фазового детектора (ІФД), можна записати у вигляді [209] 

   212111011011 xaxaff f f ++=∆+= ;                  (5.3.1)                   

                                222121022022 xaxaff f f ++=∆+= ,   

де 01f  і 02f – значення вихідних частот ПРП без впливу зовнішніх 

факторів, при чому намагаються, щоб 0201 ff = ; 

1211  ,aa  і 2212  ,aa  – коефіцієнти чутливості резонансних частот ПР 

до впливу 1x  і 2x  відповідно. 

За рахунок різниці частот сигналів 

( ) ( ) 222121211121 xaaxaa fff −+−=−=∆             (5.3.2)                   

на виході  фазового детектора спостерігається биття і в залежності від 
знаку  миттєвої  напруги  биття  різниця  між  частотами  1f    і   2f   то 
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Рис. 5.3.1 – Узагальнена структура ДІФАПЧ 
 

підвищується, то понижується, що призводить до різної тривалості 
додатної і негативної  напівхвилі напруги биття. В результаті цього на 
виході ІФД утворюється постійна складова напруги биття 
(асинхронний режим), яка поступає через ФНЧ на підсилювачі 
постійного струму ППС1 і ППС2, коефіцієнти підсилення яких 
обираються за певними законами. Сигнали з виходів ППС1 і ППС2 
поступають на кола керування частотами 1f  і 2f , зменшуючи частоту 

биття на виході ІФД до нуля. 
Таким чином, у даній системі ДІФАПЧ за будь - якої фази 

ввімкнення режим биття, завдяки вибору коефіцієнтів підсилення 

ППС1 і ППС2 та відповідній зміні частот 1f  і 2f , стає аперіодичним і 

відбувається захват частот 1f  і 2f  (синхронний режим). В 

синхронному режимі частоти з виходу ПРП будуть не тільки рівними, 
але й пропорційними лише одному із факторів впливу або взагалі не 

залежать від останніх у випадку, коли, наприклад, 02 =x . 

Визначимо умови взаємної незалежності (автономності) 
компонент по 1x  і 2x  у вихідних сигналах ПРП [209], скориставшись 

узагальненою математичною моделлю ДІФАПЧ (рис. 5.3.2), 
координати якої iϕ  мають розмірність фази. В даній моделі прийняті 

наступні позначення: 111 KSW = ; 222 KSW = ; ( ) ( )pWFW
ФНЧ

⋅= ϕ3 ; 

1S , 2S  – крутизна характеристик керування частотами 1f  і 2f ; 1K , 

2K  –  коефіцієнти   підсилення   ППС1   і   ППС2;   ( )ϕF   –  нормована  

x1, x2 

ПРП ІФД ФНЧ 

ППС1 

ППС2 
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Рис. 5.3.2 – Узагальнена математична модель ДІФАПЧ 

 
характеристика ІФД; ( )pWфнч  – передатна функція ФНЧ. 

Модель, яка досліджується описується системою рівнянь:  

                                ( ) 13153  ϕϕϕ =+ ppWW ;  

( ) 23254  ϕϕϕ =+ ppWW ;                                   (5.3.3) 

                                 0543 =++− ϕϕϕ . 

На відміну від інваріантних систем [15] в даному пристрої 
досягнення абсолютної інваріантності, яка забезпечує автономізацію 

1x  і 2x , можливе лише в режимі синхронізму, що зумовлено 

інформативністю обох компонент. Тоді, розв’язуючи (5.3.2) відносно 
координат 3ϕ  і 4ϕ  та переходячи до частотної форми, отримаємо з 

урахуванням (5.3.1) вираз для частот 312 ϕπ pf =∆  та 422 ϕπ pf =∆  на 

входах ІФД у вигляді 

2
21

212122
1

21

11121
21

2 x
WW

WaWa
x

WW

WaWa
ff

−
−+

−
−=∆−∆ .             (5.3.4)                 

З (5.3.4) умови інваріантності можна записати як  

211121 // aaWW =  чи 221221 // aaWW =                    (5.3.5) 

за умови незалежності частот 1f , 2f   від 1x  або 2x  відповідно. 

Розглянемо динамічні властивості ДІФАПЧ. Представляючи 
фазову помилку функцією дискретного часу і використовуючи апарат 
дискретного перетворення Лапласа [35], отримаємо нелінійне рівняння 
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з урахуванням ідеальності і безінерційності запам’ятовуючого 
пристрою ІФД   

( ) ( ) ( ) ( )( )
( )[ ] ( )( ) ( )[ ]

( ), 1                

/11        

/111

0

0

0
2

y

y

α

αα

αα

ϕαϕ

αϕϕ

−

−−

−−

−Ω=

=−−Ω−+×

×−−Ω+∆−+∆

eT

nFeeTnF

eTnen

init

         (5.3.6) 

де ∆  – оператор різності; 
( )nϕ  – фазова помилка в момент 0nT , 0T  – час дискретизації; 

( ) ( ) 2221212111 xaaxaainit −+−=Ω  – початкове розладнання; 

21 ууу    Ω−Ω=Ω ; maxу 11
UW=Ω , maxу 22

UW=Ω  – смуги 

утримання петель ДІФАПЧ; 
 maxU  – максимальна вихідна напруга ІФД; 

 
ФНЧ

TT0=α ; 
ФНЧ

T  – постійна часу інтегруючого ФНЧ. 

З (5.3.6) витікає важливий висновок про незалежність умов 
інваріантності (5.3.5), які можна записати як  

211121
// yy aa=ΩΩ  чи 221221

// yy aa=ΩΩ ,              (5.3.7) 

та стійкості ДІФАПЧ, яка визначається абсолютною величиною yΩ . 

 Розв’язок (5.3.6) проведено чисельним методом за умови 
використання ІФД, для якого ( ) πϕϕ =F , πϕπ <<−  з періодом 

π2 . Результати розрахунків приведені в таблиці  5.3.2, де 

У
ΩΩ= initβ , 

Уmaxсх
ΩΩ= initβ  – нормовані початкове 

розлагодження і смуга схоплення відповідно; 
П

t  – тривалість 

перехідного процесу.  
 

Таблиця 5.3.1 – Параметри перехідного процесу ДІФАПЧ 

П
t , мкс  для β  

0T , 
мкс 

у
Ω , 

кГц 
фT , 

мкс 
сх

β  
0 0,25 0,8 

Характер перехідного 
процесу 

2 27,4 1 0,998 84 84 112 аперіодичний 

2 27,4 4 0,998 72 72 84 аперіодичний з викидом 

2 27,4 10 0,861 134 136 150 коливальний 

2 6 1 0,998 426 432 – аперіодичний 

2 6 10 0,998 384 400 – аперіодичний з викидом 

2 6 60 0,332 800 804 – коливальний 
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Критерій закінчення перехідного процесу вибраний з 
урахуванням забезпечення динамічної похибки не гірше 0,1 %, що 
відповідає фазовій похибці 0,18О від усталеного значення. З таблиці 

видно, що зі зменшенням 
У

Ω , наближенням β  до 
сх

β  та за умови 

збільшення 
ФНЧ

T , перехідний процес набуває коливального характеру, 

а його 
П

t  значно збільшується. Тим не менш, за раціонального вибору 

параметрів ДІФАПЧ, тривалість перехідного процесу не перевищує 
десятків, сотень мікросекунд, що свідчіть про високу швидкодію даної 
системи [209].  
 

5.3.2. Схеми аналогових ідентифікаторів на базі ДІФАПЧ 
  

Аналіз роботи ДІФАПЧ в режимі автономізації свідчить про 
можливість ефективного використання даної системи для розв’язку 
задач вимірювання неелектричних величин та стабілізації частоти     
КГ  [12]. 

На рис. 5.3.3 приведена схема двопараметрового частотного 
п’єзорезонансного датчика (ПРД) для одночасного вимірювання тиску 
та температури [127]. Частоти КГ, в схему яких включені два 
п’єзорезонатори чутливого елемента ПРД або один ПР двомодового 
режиму збудження, функціонально пов’язані з інформаційними 
впливами (тиском P  і температурою T ): 

PaTaff PT ⋅++= ⋅ 11011 ; PaTaff PT ⋅++= ⋅ 22022 ,       (5.3.8) 

де  TT aa 21 ,  і PP aa 21 ,  – коефіцієнти термо - і тензочутливості, які 

визначаються в процесі градуювання КГ. Тоді, обираючи смуги 
утримання петель ДІФАПЧ із умови (5.3.7) 

PP aaWW 212121 /// yy ==ΩΩ ,                       (5.3.9) 

за умови рівності Ta1  і Ta2  на виході змішувачів ЗМ1 і ЗМ2 отримуємо 

інформацію тільки про температуру (5.3.4): 

T
WW

WaWa
ff TT

T  
21

2112
0 −

−+= ,                          (5.3.10) 

де 
2ККГ002

1ККГ0010 fffff −=−= ; 0201  , ff  і 
2ККГ0

1ККГ0  , ff – 

значення  частот  КГ  і  керованих  кварцових генераторів ККГ1 і  ККГ2 
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Рис. 5.3.3 – Структура двопараметрового частотного ПРД 
 
без впливу тиску і температури. На виході ПРД у відповідності до 
математичної моделі (5.3.3) отримуємо інформацію про тиск  

P
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−+= .                      (5.3.11) 

Визначаємо статичні похибки Tδ  і Pδ  розділення інформації 
про T  і P  з урахуванням порушення умов інваріантності та за умови 
наближеної рівності Ta1  і Ta2 . Отримані співвідношення мають 

наступний вигляд:  
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де Ta1δ , Ta2δ , Pa1δ , Pa2δ , 1Wδ , 2Wδ  – відносно похибки Ta1 , 

Ta2 , Pa1 , Pa2 , 1W , 2W  відповідно. 

Наприклад, за умови використання в якості чутливого елемента 
п’єзорезонаторів LC - зрізу, які мають наступні характеристики 

Ta1 =195 Гц/ºС; Ta1δ =10-4; Ta2 =185 Гц/ºС; Ta2δ =2·10-4; Pa1 =79 Гц/Н;  

Pa1δ =10-2; Pa2 = –110 Гц/Н; Pa2δ =2·10-2; 1W = 502,7 Гц/В; 1Wδ =2·10-3; 

2W = –700 Гц/В; 2Wδ =10-3, похибка вимірювання тиску P  становить  

Pδ = –1,638·10-2 + 12,4·10-5 
Н/ºС × Т/Р. Порівняння отриманого результату 

з величиною відносної похибки традиційного диференціального ПРД 
[189] Pδ = –1,58·10-2 + 9,3·10-5 

Н/ºС × PT  показує, що похибки обох 

пристроїв практично однакові. Але ПРД (рис. 5.3.3) має значні 
переваги як в порівняні з диференціальним п’єзорезонансним 
датчиком, так і з ПРД, які мають канал температурної компенсації з 
окремим датчиком температури. Це пояснюється тим, що для ПРД 
першого типу обов’язковий підбір ідентичних пар ПР і принципово 
відсутня можливість отримання інформацій одночасно про два 
параметра, а для ПРД другого типу завжди має місце динамічна 
похибка компенсації, обумовлена різною тепловою інерційністю 
чутливого елемента і датчика температури. В представленому же 
пристрої, за умови TT aa 21 δδ ≈ , крім тиску можливе одночасне 

вимірювання температури з похибкою Tδ = –1,27·10-4 + 2,64·10-3  ºС/Н × TP . 

За довільних коефіцієнтах чутливості на виходах ЗМ1 і ЗМ2 отримуємо 
інформацію про один параметр або про два за рахунок комутації 
величин 1W  і 2W  у відповідності з умовою (5.3.5).  

В якості другого прикладу застосування ДІФАПЧ на рис. 5.3.4 
представлена схема віброкомпенсації КГ. Збудження ПР в 
двомодовому режимі дозволяє позбавитись від градієнтних похибок 
визначення дестабілізуючого сигналу. Окрім цього, ДІФАПЧ 
відпрацьовує зсуви резонансних частот ПР під дією вібрації не тільки 
у визначеному, а і у довільному напрямку. Це обумовлено тим, що для 
компенсації необхідна інформація тільки про відношення девіацій 
частот ПР, яке є практично постійним (по крайній мірі за змін 
напрямку вібрації в межах 10º), що підтверджується дослідами, хоча 
при цьому абсолютна величина девіації частот ПР суттєво змінюється 
(розділ 2.2). 

В проведеному експерименті лінзовий кварцовий  п’єзоелемент 
АТ - зрізу  діаметром  15 мм,  що  збуджувався  одночасно   на  третій   і 
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Рис. 5.3.4 – Схема віброкомпенсації кварцового генератора 
 

п’ятій механічних гармоніках (основна частота дорівнювала 1295732 Гц), 
піддавався безпосередньому впливу низькочастотної вібрації, причому 
направленість вектора приведеного прискорення змінювалась 
випадково, так щоб його варіації відносно головної площини ПР і по 
азимуту складали біля 10º. В результаті вимірювань і подальших 
розрахунків коефіцієнт кореляції r  між зсувами частот ПР під дією 
вібрації становив 0,9865 (рекомендований інтервал для розрахованого 
r , який визначається з рівнем значущості 0,1%, дорівнює             
0,9628 ≤≤ r  0,9951), що свідчить про лінійний зв’язок девіацій 
частот. 

В запропонованій схемі віброкомпенсації частоти 1f  і 2f  

сигналу з виходу двочастотного кварцового генератора ДКГ, які 
поступають через фільтри Ф1 і Ф2 на входи ІФД, записуються у вигляді  

                                    GaNMfNMf G1011 )/()/( += ; 

Gaff G2022 += ,                                            (5.3.14) 

де  Ga1 , Ga2  – коефіцієнти вібраційної чутливості резонансних 

частот ПР; 
G  – вібраційний сигнал; 

NM  – коефіцієнт перетворення частоти 1f  дробово-

раціонального перетворювача ДРП, який вибирається із умови 

f
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0201 ffNM ≈ . Відповідно до математичної моделі (5.3.3) в режимі 

синхронізму системи ДІФАПЧ частоти на входах ІФД дорівнюють  

G
WWNM

WaWa

N

M
ffffNМf GG

вихвих

21

2112
022112  )/(

)/(
−

−⋅+==== .    (5.3.15) 

За умови використання параметрів 1W  і 2W  кола керування 

ДІФАПЧ, які відповідають умові (5.3.5) 

GG aaWW 2121 // = ,                                 (5.3.16) 

вихідні частоти віброкомпенсованого генератора 
1вих

f  і 
2вих

f , як 

видно з (5.3.15), у ідеальному випадку не будуть залежати від вібрації. 
Похибка компенсації визначається за формулою  
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  (5.3.17) 

Використовуючи в ДКГ п’єзорезонатор CR – 729 SC – зрізу, 
який має на основній моді коливань (5 МГц) і третій механічній 

гармоніці наступні характеристики: Ga2 =6,05·10-3 Гц/g; Ga2δ =2·10-2;  

Ga1 =11,85·10-3 
Гц/g; Ga1δ =10-2 і для 1W =300 Гц/В; 1Wδ =2·10-3;        

2W  =153,2 Гц/В;  2Wδ =10-3, отримуємо 
1вих

fδ =3,7·10-4 
Гц/g×

1вих
fG = 

=2,7·10-11/g×G , тобто нестабільність частоти КГ за рахунок дії вібрації 

зменшується у 32 рази.  

В якості третього прикладу застосування ДІФАПЧ на рис.5.3.5  
представлена схема температурної компенсації КГ, яка працює в 
інтервалі температур від –40 до +80 ºC з використанням резонатора 
АТ - зрізу. Принцип роботи схеми термокомпенсації аналогічний до  
схем, які розглянуті вище. Відмінність полягає у поділі робочого 
діапазону температур на піддіапазони, в межах кожного з яких зміни 
частоти від температури лінійні, тобто здійснюється кусково-лінійна 
апроксимація ТЧХ п’єзорезонатора АТ - зрізу, який збуджується у 
двомодовому режимі. Тоді в межах кожного із піддіапазону частоти  
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Рис. 5.3.5 – Схема температурної компенсації кварцового генератора з КР 

АТ-зрізу 
 
сигналу з виходу ДКГ можна записати у вигляді  
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де N  – число піддіапазонів, яке визначається заданою точністю 
компенсації. Поточний температурний інтервал визначається блоком 
Б1 у колі керування ДІФАПЧ за величиною сигналу з виходу ІФД, 
пропорційного різниці частот. Блок Б1 видає також сигнали, які 
встановлюють за допомогою блоків керування Б2 і Б3 коефіцієнти 
підсилення УПТ1  iK1  і УПТ2 iK2 : 

iT
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i

i
a

a
K

K
2

1

2

1 = .                                 (5.3.19) 

В результаті в режимі синхронізму ДІФАПЧ вихідні частоти  

1вих
f  і 

2вих
f  не залежать від температури. Похибка температурної 

компенсації, яка розраховується за формулою аналогічною (5.3.17) за 
умов збудження АТ - резонатора на третій механічній гармоніці і 
ангармоніці та для Ta1 =1,68 Гц/ºС;  Ta1δ =1,5 ·10-2; Ta2 =1,13 Гц/ºС; 

Ta2δ =10-2; 1W =300 Гц/В; 1Wδ =2·10-3; 2W =201,8 Гц/В; 2Wδ =10-3 

дорівнює 
1вих

fδ =2,28·10-2 
Гц/ºС×

1вих
fG  = 5,53·10-9/ºС×T , тобто 

запропонована схема термокомпенсації забезпечує зменшення 
температурної нестабільності ПРП приблизно на два порядки. Крім 
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цього, введення додаткових блоків в схему термокомпенсації, 
наприклад, диференцюючого, дозволить зменшити динамічну похибку 
компенсації, пов’язану з динамічними змінами ТЧХ за впливу на 
п’єзорезонатор нестаціонарних температур.  
      

5.4. Інваріантні ПРП із комбінованою системою регулювання 

5.4.1. Інваріантні двочастотні кварцові генератори 
 

Комбіновані схеми регулювання за збуренням та відхиленням, 
які використовуються у ДКГ із термостатуванням, термо- і  
віброкомпенсацією, можуть бути реалізовані на базі системи ЧАП   
[20, 21, 25] або двопетлевої системи ФАПЧ (ДФАПЧ) [11]. 
 Структура термокомпенсованого ДКГ із ЧАП представлена на 
рис. 5.4.1, де ФНЧЧД WWW

пом
+=  – передавальна функція формувача 

сигналу помилки; ЧДW , 
ФНЧ

W  – характеристика частотного 

дискримінатора (ЧД) і фільтра нижніх частот на виході ЧД; 
1комп

W , 

2комп
W  – передавальні функції формувачів сигналів компенсації, роль 

якого у системі ЧАП і ДФАПЧ виконує підсилювач постійного 
струму; 

11КW , 
22К

W  – характеристики керування частотами 1f  і 2f  за 

сигналами компенсації 
1комп

U  і 
2комп

U  відповідно; 
12КW , 

21КW  – 

характеристики "паразитного" керування частотою 1f  за сигналом 

2комп
U  і 2f  за 

1комп
U  (оскільки реалізація абсолютно незалежного 

керування практично нездійсненна); 0F  – частота налаштування 

дискримінатора, 02010 fNfF −= ; 01f , 02f  – частоти основної та 

додаткової моди, в якості яких використовуються механічні гармоніки 
КР за реперної температури; N  – коефіцієнт перетворення частоти в 
помножувачі. 

Запишемо рівняння роботи системи для лінійної форми 
операторів 1А і 2А : 
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Рис. 5.4.1 – Структура термокомпенсованого ДКГ із системою ЧАП 
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Розв'язуючи (5.4.1) відносно до 1f∆  і 2f∆ , отримаємо вираз: 
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 з яких знаходиться умова інваріантності 1f  від T∆  

2211
/)1( АWWAWW
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+= .                    (5.4.3) 

Якщо 0
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→
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→
К

W , то умову (5.4.3) можна 

представити у вигляді 
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+= .          (5.4.4) 

Основний недолік термокомпенсованих ДКГ із ЧАП – 
можливість виникнення протиріччя між умовою інваріантності і 
стійкістю системи ЧАП, яка буде виконувати дії по підлаштовуванню 
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за коефіцієнту автопідлаштування 11
21

>+−=
помпом

WWWNWК
КК

. 

Отже, окрім умови (5.4.3), необхідно забезпечити виконання 
нерівності 

)./( 1212
NAАNAWW

помК
−=                      (5.4.5) 

 Крім цього, необхідно враховувати, що нестабільність частоти 

1f  залежить від нестабільності частоти 0F  налаштування ЧД (5.4.2), 

вплив якої можливо зменшити, знижуючи 0F  і збільшуючи К  до 

деякого критичного значення, яке визначається умовою 
самозбудження  схеми керування. 
 Робота ЧАП у якості системи термостатування [20, 25] також 
може бути описана системою рівнянь (5.4.1) з урахуванням того, що 

НРФНЧЧД WWWWW
пом

= , де 
Р

W , 
Н

W  – передатні функції регулятора 

струму нагрівача і нагрівача відповідно. У даному випадку 
температурний сигнал помилки 

пом
Т  здійснює керування частотами 

1f  і 2f  через оператори 1А  і 2А , тобто 
11

АW
К

=  і 22
АW

К
= . Тоді 

вирази для 1f∆  і 2f∆  можна представити у вигляді 
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     (5.4.6) 

де )(1 12. NААWК
пом

−+= . 

Із системи рівнянь (5.4.6) бачимо, що в термостатованих 

генераторах неможлива повна обробка зсувів частот 1f  і 2f  під дією 

зміни температури навколишнього середовища, так як наявність 
залишкової помилки в системі ЧАП необхідна для дії регулятора. 
Повне відпрацювання зсувів частот досягається тільки в усталеному 
режимі і тільки в одному класі схем регулювання за відхиленням – в 
астатичних за частотою системах, якими є системи ДФАПЧ [11, 209, 210].  

Структура системи компенсації (температурної або вібраційної [11]) 
на базі ДФАПЧ представлена на рис. 5.4.2. Вона описується системою 
рівнянь: 
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Рис. 5.4.2 – Структура інваріантного ДКГ із системою ДФАПЧ  
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де ФНЧФДWWW
пом

= , ФДW  – передатна характеристика фазового 

детектора; 
x∆ – зміна температури або вібрації; 

1ϕ , 2ϕ , 3ϕ  – координати математичної моделі системи 

регулювання, які мають розмірність фази; 
р  – оператор диференціювання; 

1N  і 2N  – коефіцієнти перетворення частот 1f  і 2f , які 

вибираються із умови 022011 fNfN = . 

Розв'язуючи рівняння (5.4.7) відносно 1ϕ  і 2ϕ  та використавши 

частотні форми πϕ 211 рf = ; πϕ 222 рf = , отримуємо 
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де 
пом

WWW
КК 11

=′ ; 
пом

WWW
КК 22

=′ . 

В режимі синхронізму ДФАПЧ ( 0=р ) 
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WNWNWAWAxNf
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′−′′−′∆=∆
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            (5.4.9) 

Тоді умову інваріантності 1f  і 2f  від x  запишемо у вигляді 

212121
AAWWWW

КККК
==′′                   (5.4.10) 

або за умови 0
12

→
К

W  і 0
21

→
К

W  

21222111
AAWWWW

КК компкомп
= .              (5.4.11) 

Розглянутий компенсований генератор із системою ДФАПЧ 
володіє цілим рядом переваг: 

1) простота практичної реалізації умови (5.4.10), записаної у 

вигляді співвідношення 
21 КК

WW ′′ , забезпечує можливість високої 

точності компенсації; 
2) пом'якшення протирічя у порівнянні з системами ЧАП між 

умовами інваріантності та стійкості, так як у системі ДФАПЧ остання 

визначається абсолютною величиною 
1К

W′  і 
2К

W′ , а не їх 

відношенням; 
3) можливість зменшення, як і у будь-якій іншій комбінованій 

системі регулювання, похибок компенсації через нестабільність 
параметрів кіл регулювання (у порівнянні із схемами пасивної та 
активної компенсацій) шляхом збільшення смуги пропускання 

ДФАПЧ )1)((
2211 >>′−′

КК WNWN  до деякого критичного значення, за 

якого може відбутися самозбудження системи; 
4) покращення спектральних характеристик за рахунок відсутності 

у вихідному сигналі асинхронних коливань, так як у генераторі із 
ДФАПЧ присутній синхронний режим коливань. Наприклад, за умови 
використання БКР із кратними частотами, на виході даного генератора 
будуть присутні, окрім коливань із основною частотою, тільки його 
електричні гармоніки. 

Структура термостатованого ДКГ з ДФАПЧ подібна попередній 
схемі і також описується системою рівнянь (5.4.7), якщо  ввести заміну 
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HPФНЧФД WWWWW
пом

= , 11
AW

К
= , 22

AW
К

= . Тоді зсуви частот 1f∆  

і 2f∆  можна записати як   

.0)(                                         

)(

;0)(                                         

)(

1
2211

211212

1
2211

211221

=−×

×−∆=∆
=−×

×−∆=∆

−

−

помпом

помпом

помпом

помпом

WANWAN

WAAWAATNf

WANWAN

WAAWAATNf

       (5.4.12)  

Із рівнянь (5.4.12) витікає, що схема ДКГ з системою ДФАПЧ є 
ідеальним варіантом побудови термостатованих генераторів. Проте, 
враховуючи велику інерційність схеми температурного керування 
частотою, смуга схоплення ДФАПЧ буде неприпустимо вузькою, тому 
у даному випадку необхідно використати систему частотно-фазового 
автопідлаштовування. При цьому ЧАП забезпечує захват і грубе 
налаштування частот ДКГ, а ДФАПЧ  – точне налаштування. 

Таким чином, найбільш перспективним є інваріантні БКГ з 
активною компенсацією і з комбінованою системою регулювання на 
базі ДФАПЧ. Остання, окрім високої точності компенсації зсувів 
частоти під дією дестабілізуючих факторів (ДФ), дозволяє як система 
закритого регулювання також зменшити вплив другорядних збурень. 
Особливо це ефективно у випадку, коли зсуви частот БКГ під дією цих 
збурень корельовані, що має місце для  більшості ДФ. 

 
5.4.2. Інваріантні надвузькосмугові кварцові фільтри  
 

Ефективним методом зменшення короткочасної нестабільності 
частоти КГ, особливо при освоєнні міліметрового і сантиметрового 
діапазону хвиль, є застосування надвузькосмугових 

( 65 10105 −− −⋅=∆ ff ) кварцових фільтрів (КФ) [211]. Основною 

проблемою у створенні даних пристроїв є забезпечення їх 
інваріантності до впливу ДФ і адаптації до вхідного коливання. 

Традиційним методом вирішення цієї проблеми є використання 
термостатування КФ сумісно із КГ (рис. 5.4.3) [211]. У цій схемі КФ 
здійснює одночасно функції датчика температури, діючою через 
передатні функції fW  і ϕW  на частоту КГ і величину фазового зсуву, 

який вноситься фільтром. Зміни різниці фаз у колі, яке містить КФ   і   
буферні     підсилювачі     

1К
W     і      

2К
W ,     реєструються      фазовим  
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Рис. 5.4.3 – Структура термостатованого генератора з кварцовим 
фільтром, який одночасно виконує функції датчика температури  

 
детектором (ФД) і через ФНЧ надходять на нагрівач термостата, який 
забезпечує компенсацію змін температури (

ФН
W  враховує 

передавальні функції ФД, ФНЧ і нагрівача). Недоліком схеми є 
відсутність адаптації до вхідного коливання та наявність термостату, 
що погіршує його як динамічні (час виходу на режим), так і 
масогабаритні показники. Окрім цього, в даній схемі, не відбувається 
компенсація інших ДФ, як і в схемі КФ, приведеній на рис. 5.4.4 і що 
використовує компенсаційний принцип [26]. 

Пристрій реалізує метод комбінованого  регулювання, містить 
основний контур стабілізації фазового набігу, який забезпечує 
адаптацію до частоти вхідного коливання, що включає в себе ФД, 
ФНЧ та пристрій керування резонансною частотою КФ, передавальна 
функція яких позначена ϕФW . Контур керування за збуренням 

обладнаний датчиком температури 
Т

W  і пристроєм керування ϕТW . 

Так як значні зміни амплітуд вихідних коливань, які відбуваються при 
керуванні резонансною частотою КФ за допомогою варикапів,  
відображено передавальними функціями 

2ТА
W , 

2ФА
W  (рис. 5.4.4),  то 

використовуються додаткові канали компенсації даних змін 
1ТАW  і 

1ФА
W . Крім відмічених, також недоліком даної схеми є також 

конструктивна роз'єднаність датчика температури і КФ, яка 
обумовлює появу динамічних похибок регулювання.  

Забезпечення  інваріантності  до  ансамблю  ДФ  і  зниження 
динамічних похибок при покращенні фільтруючих властивостей 
можливе   у   схемі   адаптивного   багатоланкового  КФ,  наведеної   на       

КГ КФ 
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Рис. 5.4.4 – Структура термокомпенсованого кварцового фільтру з 
конструктивно роз’єднаним датчиком температури 

 
рис. 5.4.5 [213]. Пристрій використовує принцип комбінованого 
керування (рис. 1.1.7) і містить КФ, який охоплює в цілому контур 
регулювання за відхиленням (передавальна функція ФД і ФНЧ, які 
входять до нього позначається як ФДW ). Компенсація відхилень 

забезпечується зміною резонансних частот всіх ланок КФ, чим 
досягається адаптація до частоти вхідного сигналу. 

Регулювання за ансамблем збурень здійснюється виміром 
компонент вектора ДФ x  розмірності п  при використанні 
багаточастотного збудження першої ланки КФ (

1ϕW ) на m - частотах 

)( пm≥ , при цьому рівень вхідного сигналу включається у число ДФ. 
Вимірювання виконуються спектральним ідентифікатором (СІ), який 
перетворює компоненти амплітудно-фазових векторів A , ϕ  на вході 

у вектор керування k , які подаються через пристрій керування 
К

W  
на ланки КФ для компенсації зсувів їх резонансних частот. У деяких 
випадках може бути здійснена компенсація зсувів частоти задаючого 
БКГ через ланку з передавальною функцією fК

W . 

За умови фільтрації одночастотного сигналу багаточастотне 
збудження першої ланки КФ забезпечується подачею спеціальних 
пілот-сигналів, або додатковим збудженням ланки на відповідних 
частотах. У цьому випадку наступні ланки КФ виконують функцію 
придушення допоміжних частот. 
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Рис. 5.4.5 – Структура компенсованого кварцового фільтру, інваріантного до групи дестабілізуючих 
факторів 
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 

В даній главі розглянутий новий підхід до розвитку базової 
динамічної структури БПКС, що базується на використанні ансамблю 
автоколивальних систем, частота яких підтримується у відповідності 
до власних частот прецизійного БКР за допомогою багатопетльової 
системи АПЧ. Це дозволяє отримати характеристики БПКС/АПЧ 
близькими до потенційних та створити новий клас інваріантних до 
впливу дестабілізуючих факторів ПРП. В основу даного підходу 
покладено використання природної надлишковості у частотному 
базисі (багаточастотності) динамічного об’єкту (БПКС), що дозволяє 
на основі апарату теорії інваріантності не тільки синтезувати системи з 
поточною ідентифікацією ФВ або адаптацією передавальних 
характеристик під дією ФВ, а і запропонувати ряд багатопараметрових 
вимірювальних пристроїв, призначених для одночасного визначення 
декількох факторів впливу одним вимірювачем.  

На основі розроблених математичних моделей БПКС/ЧАПЧ та 
БПКС/ФАПЧ проведено аналіз систем, визначені області стійкості, 
похибки регулювання та тривалість і характер перехідних процесів 
встановлення коливань. Розроблена узагальнена структура БКД на 
основі схеми з фазовим порівнянням та визначені його основні 
характеристики. Проведено розрахунок тривалості перехідного 
процесу встановлення коливань, як наслідок розв'язання рівнянь руху 
БПКС/ЧАПЧ та БПКС/ФАПЧ. Підтверджено високі динамічні 
характеристики даних систем, а саме, для типових значень параметрів 
елементів БПКС/АПЧ, величина часу встановлення коливань 
знаходиться в межах від 300 мкс до 1800 мкс за відносної 
нестабільності частоти (1,5...3).10-6, що від 10 до 30 разів менше в 
порівнянні з базовою схемою БПКС. В результаті експериментального 
дослідження двочастотної БПКС/АПЧ підтверджена адекватність 
запропонованих математичної моделі та ефективність її використання 
для синтезу кварцових генераторів даного типу.  

Запропоновано перспективні схеми інваріантних БПКС/АПЧ 
(кварцових генераторів та фільтрів) з активною компенсацією і з 
комбінованою системою регулювання, які, окрім високої точності 
компенсації зсувів частоти під дією дестабілізуючих факторів, 
дозволяють також зменшити вплив і другорядних збурень. Особливо 
це ефективно у випадку, коли зсуви частот БПКС під дією даних 
збурень корельовані, що має місце для більшості факторів впливу на 
багаточастотну п’єзорезонансну коливальну систему. 
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ЧАСТИНА  3 
 

ПРИКЛАДИ ПРАКТИЧНОЇ РЕАЛІЗАЦІЇ ПРИНЦИПІВ 
ІНВАРІАНТНОСТІ В БАГАТОЧАСТОТНИХ 

КОЛИВАЛЬНИХ СИСТЕМАХ 
 

ГЛАВА 6 
 

СХЕМОТЕХНІКА ФОРМУВАННЯ БАГАТОЧАСТОТНИХ 
СИГНАЛІВ І ЇХ ВИКОРИСТАННЯ В ОПОРНИХ ГЕНЕРАТОРАХ 

ТА ВИМІРЮВАЛЬНИХ СИСТЕМАХ 
 

Можливість одночасного збудження у кварцовому резонаторі 
декількох коливань різних видів, до яких відносять коливання, які 
обумовлені деформаціями згину, кручення або зсуву (у різних 
площинах), стиснення - розтягнення (в різних напрямках) показана 
методами електромеханічної теорії в результаті аналізу КР як пружної 
п'єзорезонансної коливальної системи. Інтенсивність тих або інших 
коливань визначається кутом зрізу КР, формою кварцового елемента 
та системою електродів, які використовуються. При цьому, кварцовий 
резонатор має цілий спектр резонансних частот, кожній з яких 
відповідають свої значення еквівалентних параметрів. 

 Розрахунок характерних значень еквівалентних параметрів КР 
для кожної моди коливань, як правило, не дає бажаних практичних 
результатів. Це пояснюється тим, що існуючи методики у повній мірі 
не враховують взаємозв'язок між різними видами коливань, 
конструктивні та технологічні особливості резонатора [10, 12].  

При переході від моночастотного до багаточастотного режиму 
генерації необхідно забезпечити збудження в резонаторі лише 
необхідну кількість коливань, за умови їх високої стійкості та 
стабільності. При цьому, всі інші резонанси розглядаються як небажані 
і мають бути придушені. Це є більш складне завдання, порівняно з 
моночастотним збудженням, що набагато підвищує вимоги  
схемотехніки БПКС. 

 
6.1. Аналіз специфічних вимог до БПКС 

 
Фізичні процеси, які відбуваються під час асинхронного 

збудження кварцового резонатора, накладають на БПКС ряд 
додаткових специфічних вимог, які поряд з традиційними, визначають 
його якісні характеристики. 
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До таких вимог відносяться [203]: 
1. Кількість  одночасно генеруємих частот 2≥m .  Визначається   

як функціональним призначенням багаточастотної коливальної 
системи, так і точністю визначення параметрів (у випадку 
застосування БПКС в якості вимірювального  перетворювача). У 
відповідності до концепції багатостороннього перетворювача          
О. О. Харкевича типова кількість частот знаходиться в межах від двох 
до п’яти. 

2. Спектральна чистота вихідного сигналу. Визначається як 
функціональним призначенням генератора, так і необхідною точністю 
перетворення «частота - код». Виходячи з вимог точності, мінімальне 
значення коефіцієнту придушення може бути оцінене як 

                                      ( )22lg20 TNKпр δπ ⋅= ,                        (6.1.1)   

де Tδ  – допустима  похибка перетворення інформаційної частоти  у  

часовий інтервал;  
N – кількість  суміжних інформаційних періодів в інтервалі 

перетворення. Для забезпечення необхідної точності рівень 
придушення паразитних складових повинен складати 30 - 50 дБ; 

3. Стійкість багаточастотного режиму генерації під час дії  
дестабілізуючих ФВ (зміна температури, напруги живлення тощо), а 
також варіації активності мод коливань: 

                          100...10minmax
22

≤
≤≤≤≤ jmjjmj

qq RR , mj ,1= ,               (6.1.2)      

де 
jqR  – динамічний опір кварцового резонатора для j - тої моди 

коливань. 
4. Забезпечення необхідних характеру та тривалості перехідного 

процесу встановлення коливань за умови обмеження початкових 
вибігів частоти: 

                               ( ) ξ≤∆
≤≤ jj ww

mj1
max ,  mj ,1= ,                      (6.1.3)                 

де jj ww∆  – початковий відносний вибіг частоти. 

5. Фіксація сумарної потужності розсіювання на кварцовому 
резонаторі 

ΣqP  і можливість цілеспрямованої зміни її значення 

незалежно від інших вимог до БПКС. Це необхідно для зниження 
величини зсувів частот, які викликані явищами анізохронізму та 
старіння. 

Сформульована система додаткових вимог враховує специфіку 
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багаточастотного асинхронного збудження КР і має бути використана 
під час розробки нових, та визначенні якісних характеристик вже 
існуючих схем БПКС. 

 
6.2. Практичні схеми багаточастотних кварцових генераторів 

 
Відомі  конструкції багаточастотних кварцових генераторів 

(БКГ)  можна класифікувати за наступними ознаками. 
За видом схеми: осциляторні зі спільними та роздільними АЕ, 

фільтрові зі спільними та роздільними АЕ, комбіновані, схеми з 
кільцями АПЧ. 

За режимом збудження коливань: із самозбудженням, з ударним 
та  радіоімпульсним збудженням, із параметричним збудженням. 

За типом активного елемента: на біполярних транзисторах або 
польових транзисторах, тунельних діодах, варикапах (для 
параметричного збудження) з використанням мікроелектронних 
функціональних елементів. 

Узагальнена функціональна схема двочастотного кварцового 
генератора із загальною нелінійністю представлена на рис. 6.2.1. На 
рисунку прийняті наступні скорочення: ЛПЛ – лінійна підсилювальна 
ланка, ЗНЛ – загальна нелінійна ланка, ДКФ – двочастотний 
кварцовий фільтр, ВЗЗКК – власні зворотні зв'язки  комбінаційних 
коливань, Σ  – суматор, РФКК – режекторні фільтри комбінаційних 
коливань, ДЗЗКК – додаткові зворотні зв'язки  комбінаційних коливань 
[213].  

Показані пунктиром елементи ДКГ можуть бути відсутніми. 
Елементи зворотних зв’язків ВЗЗКК і ДЗЗКК можуть бути 
широкосмуговими або вузькосмуговими, підсилювальними або 
атенюаторними,   без   затримки   або   із   запізненням,   схемними  або               

 

 
 

Рис. 6.2.1 – Узагальнена функціональна схема ДКГ 

ЛПЛ ЗНЛ ДКФ 

РФКК РФКК 

ВЗЗКК 

ДЗЗКК 
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еквівалентними (за рахунок паразитних елементів). Досить часто 
ВЗЗКК утворюються колами живлення підсилювальних елементів. 

Режекторні фільтри РФКК поряд із ДЗЗКК відносяться до 
спеціально введених кіл для забезпечення стійкості багаточастотних 
коливань, включаються на вході або виході нелінійно-підсилювальної 
частини генератора і слугують для придушення на вході ЗНЛ найбільш 
інтенсивних комбінаційних складових, які виникли за умови впливу на 
нього полігармонічних коливань.  

ДЗЗКК слугують для забезпечення: 
– інерційного зворотного зв'язку з постійною часу 

ЗЗ
τ , який за 

відсутності кола позитивного ЗЗ для різницевого комбінаційного 
коливання частоти pω  призведе до задоволення балансу і стійкості 

фази різницевого коливання, якщо: 

                          
( )

( ) p
ЗЗ

pp

p

B

A

ω
τ

ωω
ω 1<< ; 

( ) ( )pp BA ωω < , ( ) 0>pB ω ,                       (6.2.1)   

де ( )pAω , ( )pB ω  – дійсна і уявна частини керуючого імпедансу 

( )pK jZ ω  коливальної системи генератора на частоті pω  різницевого 

коливання без урахування кола автозміщення; 
 – компенсації комбінаційних коливань, які пройшли на вхід ЗНЛ 

через ВЗЗКК, регенеруючий або нерегенеруючий позитивний 
зворотній зв'язок для комбінаційних коливань.  

Для  придушення комбінаційних коливань на вході  нелінійної 
підсилювальної ланки можуть використовуватись кола РФКК         
(рис. 6.2.2), які шунтують точки підключення на частоті rf  

послідовного резонансу кварцового резонатора та мають великий опір 
на частоті nf  паралельного резонансу та ємнісний характер для 

nff > . Для завданих резонансних частот rf , nf  та рівних 

індуктивностях 21 LL =  ємності конденсаторів кіл визначаються як [213]:  

( )212113 CCCCCC +−= ; ( )21214 CCCCC += .           (6.2.2)    

При цьому 42,1 CC > , 31 CC > . За умови рівності ємностей 

31 CC =  та 42 CC =   

( )21112 CCCLL += .                               (6.2.3)    
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Перше коло (рис. 6.2.2) вико-
ристовується найчастіше, так як за 
допомогою послідовного контуру зручно 
фільтрувати коливання різницевої 
частоти. 

Схеми ДКГ з ємнісним зв'язком і 
режекторними колами, які відрізняються 
підключенням електродів транзистора 
щодо загальної шини (СЗК, СЗБ, СЗЕ) і 
включенням режекторного кола на вході і 
виході транзистора представлені на рис. 6.2.3. Резонансна частота 

ppCL  контуру різницевих коливань 

        
2 1 0 2

1
КPКP ff

CL
f

pp
p −==

π
,                (6.2.4) 

де 
1 КPf , 

2 КPf  – резонансні частоти двочастотного кварцового 

резонатора [213]. 
Стійкий двочастотний режим підтримується за умови 

розладнання різницевого контуру в межах від 0,5 до 1, що підтверджує 
низьку чутливість пристрою до технологічного розкиду параметрів 
його елементів. 

Великий інтерес викликають різницеві керовані ДКГ (РКДКГ) 
(6.2.4), які доповнюють одночастотні КГ - та LC - керовані генератори 
в  параметричному  ряді  генераторів  плавного діапазону [77, 213, 214]. 
РКДКГ забезпечують більш високі показники в діапазоні частот нижче 
1 МГц у межах відносного перелаштування 1 – 5 %, що обумовлено 
наступними чинниками:  

1. Різницеві керовані ДКГ забезпечують відносний діапазон 
перелаштування частоти у межах від 10 % до 20 %, в той же час, 
діапазон перелаштування найбільш широкосмугових одночастотних 
керованих КГ (ККГ) не перевищує 1 – 3 %.  

2. Нижня межа діапазону робочих частот РКДКГ знаходиться  в 
області частот від 0,01 кГц до 10 кГц, а використання одночастотних 
генераторів на частотах нижче 1 МГц обмежено низькими 
характеристиками керованості КР та поганими масогабаритними 
показниками. 

3. Лінійність характеристик керування РКДКГ вище, ніж у 
одночастотних ККГ за рахунок компенсації похибки при відніманні 
характеристик керування двома основними частотами генерування. 

4. Коефіцієнт  швидкодії  або відношення  максимальної частоти 

C1 

C2 

C3 

C4 
L1 

L2 

Рис. 6.2.2 – Кола РФКК 
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Рис. 6.2.3 – Схеми осциляторних ДКГ з режекторними колами: 
 із загальним колектором – СЗК (а), (б); із загальною базою - СЗБ (в), (г); 

 із загальним емітером – СЗЕ (д), (е) 
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Рис. 6.2.4 – Базова схема різницевого керованого ДКГ  
 
керуючого впливу до частоти вихідного коливання для РКДКГ може 
перевищувати одиницю, в той же час, для одночастотних ККГ він не 
перевищує однієї десятої. 

5. Не гірша стабільність вихідної частоти РКДКГ у порівнянні з 
іншими типами одночастотних генераторів у межах відносного 
діапазону перелаштування частоти, характерного для КГ.  

Кола РФКК і ДЗЗКК можуть бути відсутні в ДКГ, в яких 
реалізована нелінійність ЗНЛ, яка стимулює стійкий асинхронний 
режим коливань. При цьому ЗНЛ має N - вигляд на початковому етапі 
збудження і S - вигляд на ділянці великих амплітуд та є центрально-
симетричною. Такі характеристики реалізуються активними 
двотактними елементами, наприклад, у схемі двочастотного 
генератора [213] (рис. 6.2.5). Випробування даного генератора 
показують, що він забезпечує безпідстроюваний двочастотний режим 
із кварцовими резонаторами з частотою до 80 МГц та рознесенням pf  

рівним від 200 кГц до 5 МГц. 
За умови значного рознесення частот  

10/
2,121 КРКРКР

ffff p ≥−=                        (6.2.5) 

необхідна режекція різницевої складової можлива і у коливальній 
системі генератора без ppCL  контуру. Це пояснюється тим, що вхідні  

та вихідні RC - кола триточки з ємнісним зв’язком являють собою  
ФНЧ. Якщо їх частоти зрізу  

pвхФНЧ
fCRf беб <=  21 π ; pвихФНЧ

fCRf
кеe <=  21 π ,      (6.2.6) 

де бR , eR  – еквівалентні опори бази і емітера відповідно;  

–Eж 

Eк 

+Eж 

Fp  
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беC , кеC  – еквівалентні 

ємності база-емітер та колектор-
емітер відповідно, то різницеве 
коливання на вході нелінійного 
елементу придушується. Зазвичай 

бR > eR , тому на практиці 

нерівності (6.2.6) задовольняються, 
якщо в якості емітерного 
навантаження використовується 
генератор струму з великим 
еквівалентним опором. Це також 
дозволяє зменшити величину 
ємностей зворотного зв’язку 
триточкової коливальної системи, 
підвищити тим самим параметр 
регенерації та забезпечити 
збудження кварцових резонаторів з 
великими динамічними опорами [215].  

У пристрої (рис. 6.2.6) генератор струму на транзисторі VT2 
частотно-вибірний. Так як частота зрізу 

ФНЧФНЧ
CR  – фільтру 

задовольняє умові  

=<
ФНЧ

ff p  
2,1 2

1
КР

ФНЧФНЧ

f
CR

<=
π

,                (6.2.7) 

то каскад на транзисторі VT2 
має великий опір генератора 
струму для частот 

1 КPf , 
2 КPf  

ДКР і малий опір для частоти 

21 КРКР
fff p −=  різницевих 

коливань, що призводить до 
пригнічення різницевого 
коливання на виході 
підсилювальної ланки. 

ДКГ з генератором 
струму (6.2.6) випробуваний 
на частотах: 1f = 33,2 МГц, 2f  

= 31,7 МГц, 
р

f = 1,5 МГц і 

Eж 
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f1, f2  
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C7R3
R1

R2

C1

VT2

VT1

C3

C8

R4

C5

C6

C4

C2

ДKP

Рис. 6.2.5 – Схема двотактного ДКГ 
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забезпечує стійкий асинхронний режим збудження коливань за 
варіацій температури від –60°С до +120°С та напруги живлення      

ж
E = 3 – 30 В [213].  

В генераторах з режекцією різницевого коливання загальна 
шина може бути підключена до середньої точки режекторного контуру 
(рис. 6.2.7) [213]. При цьому на частотах 1f , 2f  основних коливань 

ємність 1C  має малий опір, що 

дозволяє вважати включення 
активного елемента відносно 
загальної шини із "загальною базою". 
Стійкість двочастотних коливань у 
даному генераторі зберігається за 
варіацій напруги живлення          

ж
E =4 - 30 В для частот 1f = 20 МГц, 

2f  = 16 МГц ( pf = 4 МГц) величина 

ємності 1C = 150 – 200  пФ; для 

1f =33,2 МГц, 2f =31,7 МГц (частота 

р
f = 1,5 МГц) – ємність 1C = 200 – 300 пФ; для 1f =13 МГц, 2f =13,068 

МГц (
р

f = 68 кГц) – ємність 1C = 22 – 68 пФ. 

В генераторі (рис. 6.2.8) індуктивність режекторного  контуру 
сформована за допомогою гираторної схеми на транзисторі VT2. У 
пристрої підтримується стійкий двочастотний режим коливань за 
варіацій напруги живлення 

ж
E = 3 – 25 В для діапазону частот     

2,1f = 5 – 25 МГц, 
р

f  = 10 кГц – 5 МГц за ємності 1C =10 нФ – 1 мкФ 

(нижня межа для максимальних значень різницевої частоти, верхня – 
для мінімальних) та 

 
ФФФФ

СRСR <= 2111 1 ωω , 12 ωω > .           (6.2.8)  

Схеми двочастотних кварцових генераторів з негативним 
інерційним зворотнім зв'язком представлені на рис. 6.2.9 [213, 216, 217]. У 
цих генераторах для основних коливань ДКР негативний зворотній 
зв'язок відсутній, так як 2,121 f

зз
πτ > , а для різницевого коливання за 

умови (6.2.1) він має позитивний характер з недостатнім для 
самозбудження параметром регенерації. Після появи різницевого 
коливання на нелінійності задовольняються умови його балансу 
амплітуд і стійкості  
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Рис. 6.2.8 – Схема ДКГ з режекцією різницевого коливання на базі 
гиратора 

 

 
 
Рис. 6.2.9 – Схеми ДКГ з інерційним зворотнім зв'язком: на біполярних 
транзисторах (а); на польовому транзисторі (б) та логічному елементі (в) 
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фази, що поряд з виконанням умов гармонічних балансів і стійкості 
для основних коливань призводить до усталеного режиму коливань. 

Багаточастотні кварцові генератори з ДЗЗКК практично не 
розрізняються за реалізацію нерегенеруючого і регенеруючого 
позитивного ЗЗ. В одній і тій же схемі для різних параметрів елементів  
ПЗЗ для різницевого коливання може бути як нерегенеруючим, так і 
регенеруючим.  

ДКГ (рис. 6.2.10) містять ДЗЗКК у вигляді пасивних (не 
підсилюючих за напругою) фільтрів верхніх частот і смугових 
фільтрів, включених між емітером (Е) і базою (Б) транзистора активної  
триточкової частини генератора [218]. Фільтри повинні пропускати 

різницеве коливання частоти 21 fff p −= , тому параметри їх 

елементів вибирають з урахуванням умов: 

ННee RС
f

RС
p ⋅

<<
⋅ ππ 2

1

2

1
; 

2,12,12

10

Cf
Rp ⋅

=
π

,           (6.2.9)  

де 2,1f  – резонансні частоти двочастотного кварцового резонатора. 

У зв'язку з тим, що емітерний повторювач активної частини 
генератора має коефіцієнт підсилення за напругою 

АЧ
К =(0,9 – 0,99) < 1 

і коефіцієнт передачі фільтрів 
Ф

К =0,5 – 0,95, то за рахунок включення  

Рис. 6.2.10 – Схеми ДКГ з ДЗЗКК у вигляді пасивних фільтрів 
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ДЗЗКК формується нерегенеруючий ПЗЗ з коефіцієнтом підсилення по 
колу  

1<=
ФАЧПЗЗ

ККК .                               (6.2.10) 

Таким чином, кільце додаткового ПЗЗ утворює недозбуджений 
генератор, який збуджується різницевим коливанням, що з'являються 
на нелінійності транзистора після включення ДКГ. При цьому 
забезпечуються амплітудні та фазові умови гармонічних балансів для 
різницевого коливання, що забезпечує стійкий двочастотний режим. 
Генератори (рис. 6.2.10) відрізняються простотою схемних рішень та 
придатністю для мікроелектронного виконання. Як показує 
експеримент, найбільші зони стійкості асинхронних коливань 
реалізуються за умови 202,1 >pff , 2<pf  МГц та забезпечення 

перекосу робочої точки транзистора у бік запирання [218]. 
Пасивне RC - коло ДЗЗКК 

містить генератор, представлений 
на рис.  6.2.11 [213]. В даному 
генераторі збуджується ДКР з 
частотами 61−=pf   МГц за 

умови вибору елементів R3, R4, 
C3 такими, щоб частота зрізу 
цього кола дорівнювала: 

2,1fff pФНЧ
= .    (6.2.11) 

Схеми генераторів з 
пасивними RLC - колами ДЗЗКК 
представлені на рис. 6.2.12. В 
першій схемі (рис. 6.2.12, а) ppCL  - контур налаштований на частоту 

різницевого комбінаційного коливання для забезпечення 
нерегенеруючого ПЗЗ, а у другій (рис. 6.2.12, б) – можлива власна 
регенерація коливання різницевої частоти в залежності від параметрів 
елементів схеми пристрою [213]. 

Двочастотні генератори з ДЗЗКК у вигляді активних 
(підсилювальних) кіл можуть бути побудовані за схемами СЗК - СЗК 
(рис. 6.2.13, а), СЗБ - СЗК (рис. 6.2.13, б), СЗК - СЗБ (рис. 6.2.14, а) та 
СЗЕ - СЗЕ (рис. 6.2.14, б) [219]. Генератор СЗК - СЗК (рис. 6.2.13, а) 
забезпечує стійке збудження чотириелектродного акустично зв'язаного 

резонатора АТ - зрізу з частотами зв'язку 
2,1 зв

f = 10,7 МГц і 
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Рис. 6.2.11 – Схема ДКГ з 
пасивним RC-колом ДЗЗКК 
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             а)                                                                       б) 

Рис. 6.2.12 – Схеми ДКГ з пасивним RLC - колами ДЗЗКК: 
нерегенеруючий (а) та регенеруючий (б) ПЗЗ 

Рис. 6.2.13 – Схеми ДКГ з активними колами ДЗЗКК: 
схема СЗК – СЗК  (а) та схема СЗБ – СЗК  (б)  
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Рис. 6.2.14 – Схеми ДКГ з активними колами ДЗЗКК: 
схема СЗК – СЗБ  (а) та схема СЗЕ – СЗЕ  (б)  

 
рознесенням частот зв'язку рf = 33 кГц. 

Генератор СЗБ - СЗК (рис. 6.2.13, б) випробуваний з парою 
резонаторів АТ - зрізу з номінальними частотами 1f = 11,495 МГц, 

2f = 11,400 МГц і забезпечує стійкий двочастотний режим за змін 

напруги живлення в межах 5 – 30 В.  
Автогенераторні кола ДЗЗКК представляють собою самостійні 

автогенератори, вбудовані у двочастотні кварцові генератори та 
засинхронізовані комбінаційними коливаннями ДКГ. Приклади схем 
ДКГ з автогенераторними колами ДЗЗКК представлені на рис. 6.2.15. 
Вбудований генератор на одноперехідному транзисторі VT2  (рис. 6.2.15, а)  
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                      а)                                                           б) 

Рис. 6.2.15 – Схеми ДКГ з автогенераторними колами ДЗЗКК: 
на одноперехідному (а) та лавинному (б) транзисторах  

 
в залежності від власних частотозадаючих параметрів елементів (R3, 
C3) може бути засинхронізований на субгармонічних частотах   

nff ps = , 5,1=n  різницевого коливання і при цьому підтримувати  

стійкий асинхронний режим коливань у широких межах варіацій  
напруги живлення від 7 – 10 В до 20 – 30 В. У генераторі застосовані 
резонатори з частотами 2,1f  до 15 МГц і рознесенням рf =60 – 80 кГц. 

Лавинний транзистор VT1 типу ГТ338 (6.2.15,б) виконує 
одночасно функції підсилювального елемента триточкового 
кварцового генератора з ДКР і генератора коротких НЧ імпульсів, 
який використовує негативний опір внаслідок лавинною пробою 
транзистора. У даному генераторі ДЗЗКК утворена внутрішньою ПЗЗ 
активного елемента і також синхронізується різницевим 
комбінаційним коливанням і підтримує синхронний режим 
стабілізованих коливань [213]. 

Вартими уваги в осциляторних схемах БКГ є їх високі динамічні 
властивості та простота  реалізації. Проте, складний  спектр вихідного 
сигналу (реальний рівень придушення побічних складових складає не 
більше 15 – 20 дБ), недостатня стійкість до змін напруги живлення, 
температури, варіацій величини динамічного опору кварцового 
резонатора qR , розлагодження частоти відносно послідовного 

резонансу КР (що є властивістю всіх схем осциляторного типу) та 
практично виключена можливість збудження трьох або більше мод 
коливань не дозволяє розглядати даний тип БКГ як такий, що повністю 
задовольняє сформульованим вимогам (6.1.1) – (6.1.3). 

На   рис.  6.2.16    показана    принципова   схема   двочастотного  
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Рис. 6.2.16 – Схема ДКГ з двома активними частинами 
 

генератора з двома активними частинами на основі транзисторних 
підсилювачів. У ньому автогенераторне кільце для частоти нижньої 
ангармоніки резонатора виконано за безконтурною триточковою 
схемою із загальним колектором (СЗК) на транзисторі VТ1. 
Індуктивність L1 і конденсатори С2, С3 утворюють фільтр нижніх 
частот (ФНЧ), який перешкоджає шляху коливань з частотою верхньої 
ангармоніки кварцового резонатора до низькочастотної частини 
генератора. 

На транзисторі VТ2 зібрано автогенераторне кільце на частоту 
основної гармоніки кварцового резонатора, що представляє собою 
ємнісну триточкову схему із загальною базою (СЗБ), у якій кварцовий 
резонатор виконує роль індуктивності, а коло, яке складається з 
паралельно з'єднаних конденсатора С5, КР і конденсатора С4 на 
частоті генерації має ємнісний характер. При цьому співвідношення 
ємностей конденсаторів С5 і С6 вибирають таким, щоб без урахування  
еквівалентної індуктивності КР умова балансу амплітуд в даній 
частині генератора не виконувалася (ємність С5 повинна бути досить 
велика) [220, 221].  

Існують і інші варіанти поєднання триточкових та фільтрових 
схем, які утворюють ДКГ [222]. Але вони суттєвих переваг у 
порівнянні з вище розглянутими схемами не мають.  

Один з перших БКГ фільтрового типу (рис. 6.2.17) використовує 
багатомодовий КР в якості гребінчастого фільтру. Відповідний вибір 
елементів зворотного зв'язку та напруги зміщення 

зм
E  на діоді 

дозволяє здійснювати керування частотами, які генеруються [75]. 
Перевагою  даної  схеми  є  її  простота  та  більш  висока  стійкість  до 
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Рис. 6.2.17 – Схема фільтрового БКГ із загальною нелінійністю 
 

варіації динамічного опору багаточастотного кварцового резонатора 

qR . Але генераторам даного типу властиві ті ж недоліки, що є 

типовими для БКГ зі спільним АЕ. Окрім цього, не виключена 
можливість генерації паразитних частот поряд з основними. 

Найбільш перспективною з точки зору вимог (6.1.1) – (6.1.3) є 
схема фільтрового БКГ з роздільними нелінійностями [114].  Даний 
генератор (рис. 6.2.18) складається N  каналів збудження, кожен з 

яких    містить    смуговий    фільтр   ПФі    та   нелінійну    ланку   НЛі,  
 

 

Рис. 6.2.18 – Узагальнена функціональна схема фільтрового БКГ з 
роздільними нелінійностями 

f1, f2  

Eзм 

Eж 

С3

С5

C1 C2 C4

C6

VT2VT1

BQ1

R1

R3

R2 R5 R8

VD1

R6

R7

R4

1 

f1  

fN  

N 

Канал 1 

Канал N 

БКР 
ШП 

ПФ1 

ПФN 

НЛ1 

НЛN 



Глава 6 

 280

багаточастотного кварцового резонатора БКР, широкосмугового 
лінійного підсилювача ШП та суматора Σ . Висока стійкість 
багаточастотних коливань, які стабілізуються резонансами БКР, 
обумовлена практично повною відсутністю конкуренції коливань 
генерації, які перед нелінійними ланками розділяються смуговими 
фільтрами ПФі. При цьому умови збудження коливань визначаються 
незалежними нелінійностями НЛі.  

Приклад схемотехнічної реалізації БКГ з роздільними 
нелінійностями представлений на рис. 6.2.19 [223]. В основу генератора 

 

 

Рис. 6.2.19 – Схема фільтрового БКГ із роздільними нелінійностями 
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покладена двокаскадна (на підсилювачах із загальними базою і 
колектором) схема генератора з кварцом у колі зворотного зв'язку.    
N  каналів збудження БКР, який виконує роль гребінчастого фільтру, 
підтримують коливання на частотах близьких до частот послідовних 
резонансів резонатора, що дозволяє покращити спектральні 
характеристики вихідного сигналу (реальний рівень придушення 
побічних складових спектру складає 22 – 30 дБ). Нелінійності 
центрально-симетричного характеру на паралельно зустрічно-
включених діодах (обмежувачі) дозволяють збільшити область  
стійкого багаточастотного режиму коливань (у тому числі і по 
відношенню до варіації динамічних опорів БКР) за рахунок 
вирівнювання умов збудження (усунення конкуренції коливань). При 
цьому також знімаються обмеження і на кількість частот, які 
генеруються. Головним недоліком даних схем є їх суттєва складність 
через необхідність використання високодобротних вибірних елементів 
в колах зворотного зв'язку, особливо за умови генерування коливань з 
малим рознесенням між частотами. 

Перспективним напрямком схемотехнічної реалізації БКГ з 
роздільними нелінійностями є використання елементів від’ємного 
опору. В ДКГ (рис. 6.2.20) використовуються три кола від’ємних 
опорів на транзисторах VT1, VT2 (коло 1),  VT3, VT4 (коло 2) та VT5, 

VT6  (коло 3)  з  малосигнальними  значеннями:  ( )12541
−≈− RRRRm ;   

Рис. 6.2.20 – Схема фільтрового ДКГ з елементами від’ємного опору 
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( )171092
−≈− RRRRm ; ( )11214133

−≈− RRRRm . Перші два кола 

використовуються в якості аналогів (гираторів) індуктивностей LC-
контурів: 5331 RRCL ≈ ; 10842 RRCL ≈  [  ]. Нелінійні характеристики 

ВАХ від’ємних опорів задаються за допомогою джерел струмів 1I , 2I  

та 3I . Налагодження на резонанси збудження здійснюється за 

допомогою конденсаторів 1C  та 2C . В якості ДКР використаний 

резонатор SC - зрізу з наступними параметрами: для першого 
резонансу 

1КР
f =5 МГц, добротність 

1КР
Q =1.106, еквівалентний опір 

1qR =80 Ом; для другого –
2КР

f =5,45 МГц, добротність 
2КР

Q =3.106, 

еквівалентний опір 
2qR =30 Ом. Типові параметри схеми: 

−− =
21 mm RR =300 Ом; −

3mR =500 Ом; 21 II = =1 мА; 3I =5 мА. 

За даними [224] стійкий двочастотний режим збудження 
забезпечується в інтервалі температур від – 65оС до + 85оС, варіації 
опорів 1r  і 2r  від 0 до 600 Ом та розлагодженні фільтруючих LC-

контурів розділення коливань в межах %3%10
211

+<<−
КРКР

fff  та 

%10%3
221

+<<−
КРКР

fff , що є підтвердженням низької 

чутливості  генератора до налаштовування LC - контурів розділення та 
їх добротності.  

На рис. 6.2.21 представлені приклади схемотехнічної реалізації 
двочастотних параметричних кварцових генераторів (ДПКГ) з 
частотою накачування біля 14,4 МГц, яка перетворюється у частоти 

94,71 =f МГц та 46,62 =f Мгц, що наближаються до власних 

резонансних     частот    кварцових    резонаторів   [225].   Дані    ДПКГ  
 

 

Рис. 6.2.21 – Приклади схемотехнічної реалізації ДПКГ 
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призначені для перетворення високостабільних сигналів без 
погіршення їх стабільності, при цьому, коефіцієнт перетворення може 

бути як раціональним, так і ірраціональним. Збудження частот 1f  і 2f  

здійснюється у достатньо вузькому діапазоні частоти накачування 

нак
f , який приблизно визначається двома резонансним проміжками 

КР або як 0,025 % від частоти накачування 
нак

f .  

Проведений аналіз флуктуаційних властивостей ДПКГ показав, 
що, за певних умов, короткочасова нестабільність вихідних частот 
параметричних кварцових генераторів на порядок менше, ніж в схемах 
транзисторних триточкових автогенераторів для однакових 
флуктаційних ємностей варикапа та проміжку база - емітер, який 
модулюється шумами активного елемента [225, 226]. 

Основним недоліком двочастотних параметричних кварцових 
генераторів, який обмежує область їх використання є низький 
коефіцієнт перетворення частот. Великий коефіцієнт перетворення (в 
десять і більше разів) може бути досягнутий за умови використанні 
різницевої складової 21 ffFp −=   вихідної частоти. На рис. 6.2.22 

представлена схема параметричного перетворювача, у якому з метою 
виділення різницевої частоти послідовно з параметричним елементом 
VD1 включений коливальний LC-контур, налаштований на частоту 

pF =1,76 МГц. Для частот 1f  і 2f  даний контур носить ємнісний 

характер (С3=240 пФ) і не завдає вагомого впливу на резонансну 
частоту контуру узгодження, який налаштований на частоту 9,6 МГц. 
В спектрі вихідного сигналу ДПКГ присутні складові з частотами 

нак
f , 1f , 2f  і pF . Але 

амплітуда коливання різницевої 
частоти pF  переважає над 

іншими на 20 – 26  дБ. 
Резонансний каскад на 
транзисторі VT1 призначений 
для підвищення вибіркових 
властивостей даної схеми, 
оскільки сам перетворювач є 
відносно широкосмуговим 
(смуга пропускання складає 
до 60% від різницевої 
частоти) [225, 226]. 
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Рис. 6.2.22 – Схема ДПКГ із виділенням 
різницевої частоти 
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6.3. Багаточастотний кварцовий генератор з покращеними 
спектральними характеристиками 

 
Багаточастотный кварцовий генератор (6.3.1) містить активну 

частину 1, багаточастотний кварцовий резонатор БКР, n  кіл 
зворотного зв’язку 2, 3, які складаються із смугового фільтру 4 (СМ), 
підсилювача-обмежувача 5 (ПО), фазового детектора 6 (ФД), фільтра 
нижніх частот 7 (ФНЧ), керованого кварцового генератора 8 (ККГ) та 
каскаду узгодження 9 (КУ). Кола зворотного зв’язку, окрім цього, 
містять також перший і другий змішувачі 11, 12 (ЗМ) та дробово-
раціональний перетворювач частоти 13 (ДРП) [227]. 

Принцип роботи БКГ полягає у наступному. Після включення 
живлення відбувається наростання (вибіг) частот nff ,...,1  генераторів 

8 у кожному із кіл 11 22 ,..., −n  та 3 зворотного зв'язку. За умови 

співпадіння частоти nf  кола 3 з частотою послідовного резонансу БКР  

 

 

Рис. 6.3.1 – Структура БКГ: 
БКР – багаточастотний кварцовий резонатор; 1 – активна частина; 2,3 – кола 
зворотного зв’язку; 4 – смуговий фільтр; 5 – підсилювач-обмежувач; 6 – фазовий 
детектор; 7 – фільтр нижніх частот; 8 – керований генератор; 9 – каскад 
узгодження; 10 – перший змішувач; 11 – другий змішувач; 12 – перетворювач 
частоти 
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nКР
f на його виході з’являється сигнал, який виділяється смуговим 

фільтром 4 і через підсилювач-обмежувач 5 даного кола надходить на 
вхід фазового детектора 6. На виході ФД формується напруга, 
величина і знак якої пропорційні різниці фаз сигналів на його входах, 
тобто визначається розладненням частот nf  ККГ та 

nКР
f  БКР. Сигнал 

з ФД через ФНЧ 7 надходить на вхід керування частотою ККГ 8 і 
змінює її для забезпечення рівності nf =

nКР
f . Сигнал з частотою nf  

надходить на входи дробово-раціональних перетворювачів 12 1−n   
кіл зворотного зв'язку 2 і через каскад узгодження 9 на додатковий 
вхід активної частини 1, яка виконує функцію суматора сигналів.  

Одночасно з цим, у  кожному i  - тому колі 3 зворотного зв'язку, 

11, −= ni  формується сигнал з частотою iini fNff ±⋅=' , який 

подається на i -тий вхід активної частини 1. Коефіцієнт перетворення 

ДРП iN  та знак другого доданку вибираються такими, щоб значення 

частоти '
if  за номінальної частоти if  ККГ 8 збігалося зі значенням 

резонансної частоти 
iКР

f  послідовного резонансу БКР. Внаслідок 

цього, на виході БКР з'являється сигнал частоти '
if , який надходить 

на вхід змішувача 10 i -го кола зворотного зв'язку 2. Змішувач ЗМ 10  
здійснює зворотне перетворення частоти цього сигналу, при цьому на 
виході смугового фільтра 4 виділяється сигнал з частотою 

'
iini fNff ±⋅= , тобто рівній частоті ККГ. Так як змішувачі ЗМ 10 і 

11 мають властивість переносити зсуви фаз сигналів, які надходять на 
їх входи, на частоту вихідних сигналів, то на виході фазового 
детектора 6 виникає напруга, величина і знак якої пропорційні 

величині і знаку відхилення частоти '
if  від значення частоти 

послідовного резонансу 
iКР

f  БКР. Враховуючи те, що частота ККГ 8 

однозначно пов'язана через коефіцієнт перетворення iN  з вихідною 

частотою i -го кола зворотного зв'язку, то напруга з виходу фазового 

детектора 6 змінює його частоту для забезпечення рівності частот if   і 

iКР
f . Таким чином, здійснюється стабілізація частот nff ,...,1  

генераторів 8 всіх кіл зворотного зв'язку 2, 3 на основі частот 
послідовних резонансів 

nКРКР
ff ,...,

1
 багаточастотного кварцового 
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резонатора БКР. 
Даний багаточастотний кварцовий генератор у порівнянні з 

іншими схемами має кращу спектральну чистоту вихідних коливань, 
що забезпечується ефективним придушенням в спектрі вихідного 
сигналу i -того ККГ спектральних компонентів сигналів інших 1−n  
генераторів, які виникають за рахунок міжканального зв'язку через 
входи активної частини. Це стає можливим за рахунок того, що 
міжканальна взаємодія відбувається на частотах nff ′′,...,1 , відмінних 

від робочих частот керованих кварцових генераторів ККГ, а також 
наявності у схемі багаточастотного кварцового генератора змішувачів 
ЗМ 11 у колах зворотного зв'язку, що значно знижує проходження 
міжканальних сигналів на вихід [227]. 

Окрім цього, даний генератор має більш широкий діапазон 
робочих частот. Це обумовлено тим, що значення частот if  ККГ кіл 2 

зворотного зв'язку у режимі схоплення системи ФАПЧ пов’язані з 
відповідними значеннями частот 

iКР
f  послідовних резонансів БКР 

співвідношенням 
iКР

fNff ini ±⋅= , 11, −= ni . Отже, за умови 

використання кварцових резонаторів широкого застосування з 
частотами гармонічних та ангармонічних резонансів, які лежать в 
діапазоні (1...10) МГц можливе розширення діапазону робочих частот 
до значень порядку (103 - 1010) Гц. При цьому реалізація високих 
коефіцієнтів перетворення iN  не супроводжується погіршенням 

спектральної чистоти сигналів генератора із-за ефективної фільтрації  
шумів дробово-раціонального перетворювача ДРП високодобротним 
БКР та ФНЧ, які входять до кіл зворотного зв'язку. 

Використання багаточастотного кварцового генератора        
(рис. 6.3.1) дозволяє підвищити спектральну чистоту вихідних 
сигналів за рахунок зниження не менш ніж на 60 дБ величини 
міжканальних завад, а також на 3…6 порядків розширити діапазон 
робочих частот у порівнянні з аналогічними схемами. 

Прикладом практичної реалізації БКГ з покращеними 
спектральними характеристиками є двочастотний генератор «МКГ-1»  
[219, 228 – 230]. Кожне коло ФАПЧ генератора «МКГ-1» (рис. 6.3.2) 
містить керований генератор, фазовий детектор на інтегральній 
мікросхемі DА1 та буферний каскад на транзисторі VТ1. Суматор 
сигналів реалізований на двозатворному польовому транзисторі VТ2. 
Для дослідження характеристик БКГ використаний КР РКС-В-25Е 
(Гіацинт - 5)   з  наступними   параметрами:   для   першого   резонансу  
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                                            а)                                                                  б) 

Рис. 6.3.2 – Двочастотний кварцовий генератор «МКГ-1»: схемотехнічна 
реалізація (а); зовнішній вигляд (б) 

 

1КР
f =5000075 Гц, добротність 

1КР
Q =1,7.106; для другого –

2КР
f =6977327 Гц, добротність 

2КР
Q =1,2.106. 

Спектральні характеристики вихідних сигналів ДКГ «МКГ-1»  
(рис. 6.3.3) підтверджують високу спектральну чистоту вихідних 
сигналів. При цьому придушення побічних складових в кожному 
каналі складає біля 50 дБ. Даний генератор забезпечує також 
підвищену стійкість двочастотного режиму коливань. Так, 
експериментальні дослідження параметрів ДКГ «МКГ-1» за умови 
варіацій еквівалентних опорів qR  кварцового резонатора шляхом 

введення додаткових опорів втрат qR′  показали, що даний ДКГ 

забезпечує стійкій двочастотний режим генерації за відносної 
нестабільності частот в межах (1 – 20)·10-6, збільшення опорів втрат  

qR′  до 10 кОм та змін температури навколишнього середовища від 

мінус 20О С до плюс 50О С [      ]. 
Другим прикладом реалізації принципів побудови БКГ на 

основі кілець ФАПЧ є тричастотний генератор «МКГ-3» (рис. 6.3.4 – 
рис. 6.3.6) [228 – 230]. 

Високі вимоги до стабільності частоти БКГ обумовили  
використання кварцових керованих генераторів (рис. 6.3.4). Керування 
частотою   коливань   здійснюється   за   допомогою   варикапа,   який 
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а) 

 
б) 

Рис. 6.3.3 – Спектральні характеристики генератора «МКГ-1»: 

 перший канал 
1КР

f =5000075 Гц (а); другий канал 
2КР

f =6977327 Гц (б) 

 
включений послідовно з КР. Діапазон налаштування частоти 
автоколивань становить для основної моди 4 кГц (п’ята механічна 
гармоніка 5f ), для додаткових мод 6 кГц (сьома механічна гармоніка 

7f  та ангармоніка af7 ), що достатньо для забезпечення стійкого 

режиму синхронізації. 
Для підвищення довгострокової стабільності введені 

підсилювачі, які забезпечують незалежне регулювання амплітуд 
сигналів збуджуваних частот 5f , 7f , af7  «МКГ-3». Вибір 

відповідного режиму роботи кожної з мод БКР дозволяє зменшити 
зсуви частот, викликані його старінням. 

До особливостей фазового детектора (рис. 6.3.5) можна віднести  
використання інтегрального змішувача сигналів UL1042 (К174ПС1),  
для підсилення сигналу якого використаний підсилювач постійного 
струму на операційному підсилювачі (К140УД7). 

Для зведення до мінімуму проходження сигналу з виходу 
суматора на його входи використано транзисторні каскади за схемою 
із загальною базою (рис. 6.3.6), що призвело до суттєвого покращення 
спектральних характеристик сигналів генератора (рис. 6.3.7).  
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Рис. 6.3.4 – Схема керованого напругою генератора «МКГ-3» 
 

 
 

 
 

Рис. 6.3.5 – Схема фазового детектора «МКГ-3» 
 
 
 

 
 

Рис. 6.3.6 – Схема суматора сигналів «МКГ-3» 
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а) 

 
б) 

 

в) 

Рис. 6.3.7 – Спектральні характеристики генератора «МКГ-3»: 

п’ята гармоніка f5 (а); сьома гармоніка f7 (б); ангармоніка f7а (в) 
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Підвищені вимоги до 
спектральних характеристик вихідних 
сигналів генератора «МКГ-3» 
визначили також і блочно-
модульний принцип побудови 
його конструкції (рис. 6.3.8).  

Експериментально отримані 
спектральні характеристики БКГ 
(рис. 6.3.7) для частот 5f , 7f , af7  

показують, що придушення побічних 
складових у кожному каналі 
«МКГ-3» складає більше 80 дБ, що 
підтверджує високу ефективність 
запропонованих технічних рішень. 

Запропоновані багаточастотні кварцові генератори «МКГ-1» та 
«МКГ-3» можуть бути використані як у високоточних системах 
стабілізації частоти, так і в прецизійних багатопараметрових 
первинних перетворювачах фізичних величин [228 – 230]. 

 
6.4. Багаточастотні кварцові генератори з цифровим керуванням 

 
Розвиток сучасних цифрових технологій призвів до створення 

нового класу високостабільних пристроїв генерування – кварцових 
генераторів з цифровим керуванням (КГЦК). Прикладом 
двочастотного кварцового генератора з цифровим керуванням 
(ДКГЦК) є структура, яка представлена на рис. 6.4.1. В якості 
опорного використовується ДКГ з поточною ідентифікацією теплового 
стану кварцового резонатора, який збуджується на двох частотах 1f  та 

3f  першої та третьої механічних гармонік КР. Сигнал з частотою 1f  
подається на перший вхід змішувача (ЗМ), на другий вхід якого – 
сигнал з частотою 3f , поділеною в три рази за допомогою першого 

дільника частоти (ДЧ1). На виході змішувача виділяється сигнал 
різницевої частоти 331 fff −=∆ , яка через другий дільник частоти 

(ДЧ2) з коефіцієнтом Tn  подається на лічильник імпульсів (ЛІ). На 

виході лічильника формується цифровий код ( )TN , який має 

практично лінійну функціональну залежність від поточної 
температури КР, при цьому коефіцієнт Tn  визначає період та 

роздільну здатність циклу компенсації. 

Рис. 6.3.8 – Конструкція «МКГ-3» 
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Рис. 6.4.1 – Двочастотний кварцовий генератор з цифровим 
керуванням 

 
Цифровий код ( )TN  подається на мікроконтролер (МК), який 

виконує функції сигнального процесора (DSP). На виході МК 
формується спеціальний коректуючий код ( )TM  для цифрового 

синтезатора частоти прямого синтезу (ЦСЧПС), за допомогою якого 
програмною зміною частоти ЦСЧПС компенсується температурна 
нестабільність опорної частоти 3f  [231 – 234]. 

Використання системи компенсації температурної 
нестабільності ЦСЧПС (DDS) з поточною ідентифікацією теплового 
стану п’єзорезонатора на основі двочастотного збудження кварцового 
резонатора дозволяє значно покращити стабільність частоти 

вих
f  

вихідного сигналу КГЦК (як мінімум на порядок) та зменшити в 2 – 3 
рази час його готовності [233]. 

Аналіз структури БПКС/АПЧ (рис. 5.1.1) показує, що більшість 
його елементів може бути реалізована з використанням сучасних 
цифрових технологій обробки та формування сигналів. Даний перехід 
ілюструється структурними перетвореннями БПКС, які представлені 
на рис. 6.4.2. В БПКС на базі багатоканальної цифрової системи 
автопідстроювання частоти (БПКС/АПЧ(Ц)) керовані генератори 
замінено на цифрові синтезатори частоти прямого синтезу ЦСЧi, 
(DDS) керування якими здійснюється за допомогою мікроконтролера 
МК.  Сигнал неузгодженості, як і в БПКС/АПЧ, отримується на виході 
багаточастотного   кварцового   дискримінатора   БКД,   але   для   його  
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Рис. 6.4.2 – Структура БПКС на основі цифрової системи АПЧ 
 

обробки мікроконтролером МК він попередньо перетворюється за 
допомогою багатоканального аналого-цифрового перетворювача АЦП. 
Всі цифрові складові БПКС/АПЧ(Ц) тактуються  за допомогою 
кварцового генератора тактів ГТ, до якого особливих вимог не 
пред’являється [204]. Конструкція 
вузла ЦСЧ представлена на рис. 6.4.3. 

Використання цифрової 
системи автопідстроювання частоти 
в БПКС стало можливим завдяки 
наступним властивостям сучасних 
інтегральних ЦСЧПС (DDS): 

– дуже висока розрізнювальна 
здатність за частотою і фазою 
коливань, керування якими 
здійснюється у цифровому 
вигляді;  

– екстремально швидкий перехід 
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на іншу частоту (фазу) без розриву фази коливань та інших аномалій, 
пов’язаних з перехідними процесами;  

– архітектура цифрових керованих генераторів, які базуються на 
DDS, завдяки дуже малому кроку перестроювання по частоті виключає 
необхідність у додаткових елементах точного налаштування, що є 
характерним для аналогових керованих генераторів;  

– використання мікропроцесорного керування дозволяє легко, без 
додаткових апаратних затрат, здійснювати зміну законів керування, а 
також вводити елементи адаптації та самонавчання; 

–  відсутність «нестандартних» елементів, більшість з яких 
реалізуються у мікроелектронному виконанні та мають низьку 
собівартість [203, 204].  

 
6.5. Багаточастотні автогенераторні перетворювачі фізичних 

величин 
 

Використання в якості чутливих елементів двомодових 
двоелектродних кварцових резонаторів виключає можливість їх 
збудження в схемах незалежних автогенераторних перетворювачів. 
При цьому використовуються двочастотні кварцові генератори        
[235 – 238], схемотехнічні особливості яких розглянуто вище. 

Прикладом двочастотного перетворювача фізичних величин 
(ДПФВ) є пристрій вимірювання температури (рис. 6.5.1) [237]. Він 
виконаний за схемою різницевого ДКГ (транзистор VT1), до частотно -
задаючого кола якого включений двочастотний термочутливий кварцовий  

 

 
 

Рис. 6.5.1 – Пристрій вимірювання температури на основі ДПФВ: 
ЛІ – лічильник імпульсів; ДЧ – дільник частоти; БР – блок реєстрації 
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резонатор ДКР з температурними коефіцієнтами різних знаків. Сигнал 
різницевої частоти 21 ffFp −=  з ДКГ через ФНЧ ффCR  подається 

на лічильник імпульсів (ЛІ), до виходу якого під’єднаний блок 
реєстрації температури (БР).   

З високочастотного трансформатора (TV) на дільник частоти 
(ДЧ) з коефіцієнтом ділення n  поступає сигнал биття двох частот 1f  

та 2f , частота якого за умови співвідношення амплітуд 

3,021 <= AAk  може бути визначена як tFkFff ppб π2cos1 ±= . 

Дільник частоти, окрім функції ділення на n , одночасно виконує 
функцію її усереднення, що дозволяє без додаткових фільтрів 
сформувати на опорному вході лічильника ЛІ опорне коливання з 
частотою  nf1  [237]. 

При використанні в якості термочутливого елементу 
кварцового резонатора ПЯ - зрізу частоти 1f  і 2f  його коливань 

лінійно залежать від температури T : 

      
0111 fTkf += , 

0222 fTkf += .                          (6.5.1) 

З урахуванням (6.5.1) крутизна характеристики перетворення 
температури визначається як: 

( ) ( ) ( )
011

10222011
1

1   

fTk

kfTkkfTk
n

T

nfF
S

p
T +

+−+
=

∂
∂

=
−

.        (6.5.2) 

Порівняння характеристик даного ДПФВ (за типових 
параметрів КР ПЯ - зрізу 2,121 −=kk ; 

0201 ff =1,2) відносно 

вимірювальних перетворювачів з окремим опорним генератором 
( constff −=

022 ; 02 =k ) дає виграш у чутливості біля трьох разів. 

При цьому в схемі ДПФВ відсутні опорний генератор та змішувач, що 
покращує технологічність даного пристрою (у високоточних 
вимірювальних пристроях опорний генератор, як правило, виконують 
термостатованим, у зв'язку з чим він являє собою трудомісткий, 
дорогий та достатньо великогабаритний вузол). Застосування 
одного КР для формування інформаційної і опорної частот підвищує 
також еталонні властивості перетворювача температури, так як ефект 
старіння призводить до однозначних змін інформаційної і опорної 
частот, що важко забезпечити у пристроях з двома окремими 



Глава 6 

 296

термочутливим і опорним кварцовими резонаторами [237]. 
В перетворювачі пульсової хвилі артеріального тиску поєднані 

функції вимірювального перетворювача з частотним виходом та 
генератора тактового сигналу однокристальної мікро-ЕОМ (рис. 6.5.2). 
Пристрій розраховано на використання кварцового датчика з 
модульованим тиском міжелектродним зазором – п’єзорезонансного 
механотрона, основні принципи побудови якого викладені у             
[239 – 243]. До складу перетворювача (рис. 6.5.2) входить 
двочастотний генератор за схемою ємнісної триточки (складений 
транзистор на VT1 і VT2) та підсилювач інформаційного сигналу 
(VT3). В коливальну систему автогенератора включено датчик тиску 
ДТ з початковою частотою 

0ДТ
f  і гетеродинний кварцовий резонатор 

КР з частотою послідовного резонансу 
Т

f . Опір R1 використовується 

для вирівнювання активності коливальних систем датчика ДТ і 
гетеродинного резонатора КР для забезпечення стійкості 
двочастотного режиму генерування. Вихідними сигналами БКГ на 
транзисторах VT1, VT2 є інформаційний сигнал різницевої частоти 

ДТT ffFp −= 2 , який підсилюється каскадом на VT3 та сигнал 

тактової частоти 
Т

f , який знімається з конденсатора С1.  

Шляхом відповідного вибору власної частоти датчика 
кГц  10017

0
=

ДТ
f  (тиск 0=P ) та 

Т
f =5010 кГц забезпечується 

висока лінійність градуювальної характеристики, яка може бути 
представлена у вигляді поліному ( ) PTPT ⋅+= A0 , де 0T  – 

початковий період різницевої частоти, який відповідає тиску 0=P ; 
A  – крутизна характеристики перетворення «тиск – період» [243]. 

 

 
 

Рис. 6.5.2 – Вимірювальний перетворювач пульсової хвилі на основі 
п’єзорезонансного механотрона 
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Практично реалізований ДПФВ забезпечує стійкий режим 
роботи при коливаннях напруги живлення в діапазоні 3 – 5 В і струмі 
споживання 1,5 – 2 мА. Амплітуда сигналу тактової частоти 

Т
f  

дорівнює 0,1 – 0,2 В, а амплітуда інформаційного сигналу різницевої 
частоти pF  – від 0,3 В до 0,5 В. Розрізнювальна здатність перетворювача 

A
∆=γ , яка визначається  короткочасною нестабільністю частоти ∆  

і крутизною перетворення A ,  складає  γ =0,05 мм рт. ст. 

Досягнуті метрологічні характеристики ДПФВ на базі 
п’єзорезонансного механотрона забезпечують достовірну реєстрацію 
сфігмограм пульсової хвилі артеріального тиску людини. Подальша 
обробка сигналів вимірювального перетворювача проводилась за 
допомогою алгоритмів та засобів, які приведені в [244 – 247]. 
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КОРОТКІ ВИСНОВКИ 
 

Перехід від моночастотного до багаточастотного режиму 
генерації, який забезпечує збудження у резонаторі лише необхідної 
кількість коливань, за умови їх високої стійкості та стабільності, 
суттєво підвищує вимоги до схемотехніки БПКС. 

Основними перевагами осциляторних схем БКГ є їх високі 
динамічні властивості та простота  реалізації. Проте, складний  спектр 
вихідного сигналу (реальний рівень придушення побічних складових 
складає не більше 15 – 20 дБ), недостатня стійкість коливань, 
розладнання частот збудження відносно послідовних резонансів КР та 
практична неможливість збудження трьох або більше мод коливань 
одночасно не дозволяє розглядати даний тип БКГ як такий, що 
повністю задовольняє сформульованим вимогам (6.1.1) – (6.1.3). 

Використання фільтрових схем БКГ з роздільними 
нелінійностями дозволяє на 8 – 10 дБ покращити спектральні 
характеристики вихідного сигналу в порівнянні з осциляторними 
схемами та суттєво підвищити стійкість багаточастотного режиму 
генерації. Для даних БКГ практично знімаються обмеження і на 
кількість частот, які генеруються. Однак, основним недоліком даних 
схем є їх суттєва складність через необхідність використання 
високодобротних вибірних елементів в колах зворотного зв'язку, 
особливо за умови генерування коливань з малим рознесенням між 
частотами. 

Найбільш перспективними є схеми на базі БПКС/АПЧ, частота 
яких підлаштовується у відповідності до власних резонансних частот 
прецизійного багаточастотного кварцового резонатора за допомогою 
багатопетлевої системи АПЧ. Такий підхід до схемотехніки БКГ 
дозволяє значно покращити спектральну чистоту вихідного 
багаточастотного сигналу (на рівні 50 – 80 дБ) та забезпечити 
підвищену стійкість багаточастотного режиму коливань за їх високої 
стабільності в умовах варіацій опорів втрат БКР в межах від одиниць – 
десятків Ом до одиниць – десятків кОм та у широких межах змін 
напруги живлення і  температури навколишнього середовища. 

Більшість елементів БПКС/АПЧ може бути реалізована на 
основі сучасних цифрових технологій обробки та формування 
сигналів, що дозволяє підвищити точність налаштування, легко, без 
додаткових апаратних затрат, здійснювати зміну законів керування,  
вводити елементи адаптації та самонавчання, а також полегшити 
апаратну реалізацію БКГ у мікроелектронному виконанні та знизити 
його собівартість.   
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СПИСОК  СКОРОЧЕНЬ 
 
АЕ  – активний елемент 
АПЧ  – автоматичне підстроювання частоти 
АЧХ  – амлітудно-частотна характеристика 
ББП   – багатобічний перетворювач 
БКГ  – багаточастотний кварцовий генератор 
БКД  – багаточастотний кварцовий дискримінатор 
БКР  – багаточастотний кварцовий резонатор 
БКЧ  – багаточастотний кварцовий чотириполюсник 
БОК   – багатомірний об’єкт керування 
БПКС   – багаточастотна п’єзорезонансна коливальна система 
ВАХ  – вольт-амперна характеристика 
ВЗЗКК  – власні зворотні зв'язки  комбінаційних коливань 
ДЗЗКК  – додаткові зворотні зв'язки  комбінаційних коливань 
ДІФАПЧ  – двопетлева імпульсна ФАПЧ 
ДКГ   – двочастотний кварцовий генератор 
ДКГЦК  – двочастотний кварцовий генератор з цифровим керуванням 
ДКФ  – двочастотний кварцовий фільтр 
ДПКГ  – двочастотний параметричний кварцовий генератор 
ДПФВ  – двочастотний перетворювач фізичних величин 
ДРП  – дробово-раціональний перетворювач  
ДТПР  – датчик тиску п’єзорезонансний  
ДФ  – дестабілізуючі фактори 
ДФАПЧ  – двопетлева ФАПЧ 
ДЧ  – дільник частоти 
ЕРС   – електрорушійна сила 
ЗДР  – звичайне диференціальне рівняння 
ЗЗ  – зворотний зв’язок 
ЗМ  – змішувач 
ЗНЛ  – загальна нелінійна ланка 
ІФД  – імпульсний фазовий детектор 
КГ   – кварцовий генератор 
КГЦК  – кварцовий генератор з цифровим керуванням 
ККГ   – керований кварцовий генератор 
КР  – кварцовий резонатор  
КСЧ   – коефіцієнт силової чутливості 
КУ  – каскад узгодження 
КФ  – кварцовий фільтр 
ЛІ  – лічильник імпульсів 
ЛПЛ  – лінійна підсилювальна ланка 
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МК  – мікроконтролер 
ММ   – математична модель 
МНК   – метод найменших квадратів 
НЕ  – нелінійний елемент 
ПЕ   – п’єзоелемент 
ПЗЗ  – позитивний зворотній зв’язок 
ПКС   – п’єзорезонансна коливальна система 
ПО  – підсилювач-обмежувач 
ППС  – підсилювач постійного струму 
ПР   – п’єзорезонатор 
ПРП    – п’єзорезонансний  пристрій 
РКДКГ   – різницевий керований двочастотний кварцовий генератор 
РТ  – резонатор-термостат 
РФКК  – режекторні фільтри комбінаційних коливань 
СЗБ  – схема із загальною базою 
СЗЕ  – схема із загальним емітером 
СЗК  – схема із загальним колектором 
СІ  – спектральний ідентифікатор 
СМ  – смуговий фільтр 
СФП   – статична функція перетворення 
ТДЧХ   – температурно-динамічна частотна характеристика 
ТКЧ   – температурний коефіцієнт частоти 
ТР  – терморезистор 
ТЧХ   – температурно-частотна характеристика 
ФАПЧ   – фазове автопідстроювання частоти 
ФВ   – фактори впливу 
ФД  – фазовий детектор 
ФНЧ  – фільтр нижніх частот 
ФЧХ  – фазочастотна характеристика 
ЦСЧПС  – цифровий синтезатор частоти прямого синтезу 
ЧАПЧ  – частотне автопідстроювання частоти 
ЧД  – частотний дискримінатор 
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